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Vorrede zur ersten Auflage. 


Wenn ich das Werk, dessen ersten Theil ich hiermit dem 
Publikum iibergebe, als Bearbeitung einer neuen mathematischen 
Disciplin bezeichne, so kann die Rechtfertigung einer solchen 
Behauptung nur durch das Werk selbst gegeben werden. 
Indem ich mich daher jeder anderweitigen Rechttfertigung ent- 
schlage, gehe ich sogleich dazu tiber, den Weg zu bezeichnen, 
auf welchem ich Schritt fiir Schritt zu den hier niedergelegten 
Resultaten gelangt bin, um damit zugleich den Umfang dieser 
neuen Disciplin, so weit es hier thunlich ist, zur Anschauung 
zu bringen. Den ersten Anstoss gab mir die Betrachtung des 
Negativen in der Geometrie; ich gewéhnte mich, die Strecken 
AB und BA als entgegengesetzte Grissen aufzufassen; woraus 
denn hervorging, dass, wenn A, B, C Punkte einer geraden 
Linie sind, dann auch allemal AB-++- BC = AC sei, sowohl wenn 
AB und BC gleichbezeichnet sind, als auch wenn entgegen- 
gesetzt bezeichnet, d. h. wenn C zwischen A und B liegt. 
In dem letzteren Falle waren nun AB und BC nicht als blosse 
Langen aufgefasst, sondern an ihnen zugleich ihre Richtung 
festgehalten, vermiége deren sie eben einander entgegengesetzt 
waren. So dringte sich der Unterschied auf zwischen der 
Summe der Lingen und zwischen der Summe solcher Strecken, 
in denen zugleich die Richtung mit festgehalten war. Hieraus 
ergab sich die Forderung, den letzten Begriff der Summe nicht 
bloss ftir den Fall, dass die Strecken gleich- oder entgegenge- 
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setzt-gerichtet waren, sondern auch fiir jeden andern Fall fest- 
zustellen. Dies konnte auf’s Einfachste geschehen, indem das 
Gesetz, dass AB-- BC = AC sei, auch dann noch festgehalten 
wurde, wenn A, B, C nicht in einer geraden Linie lagen. — 
Hiermit war denn der erste Schritt zu einer Analyse gethan, 
welche in der Folge zu dem neuen Zweige der Mathematik 
fiihrte, der hier vorliegt. Aber keinesweges ahnte ich, auf 
welch’ ein fruchtbares und reiches Gebiet ich hier gelangt war; 
vielmehr schien mir jenes Ergebniss wenig beachtungswerth, 
bis sich dasselbe mit einer verwandten Idee kombinirte. Indem 
ich nimlich den Begriff des Produktes in der Geometrie ver- 
folete, wie er von meinem Vater*) aufgefasst wurde, so ergab 
sich mir, dass nicht nur das Rechteck, sondern auch das Pa- 
rallelogramm iiberhaupt als Produkt zweier an einander stossen- 
der Seiten desselben zu betrachten sei, wenn man nidmlich 
wiederum nicht das Produkt der Liingen, sondern der beiden 
Strecken mit Festhaltung ihrer Richtungen auffasste. Indem 
ich nun diesen Begriff des Produktes mit dem vorher aufge- 
stellten der Summe in Kombination brachte, so ergab sich die 
auffallendste Harmonie; wenn ich namlich, statt die in dem vor- 
her angegebenen Sinne genommene Summe zweier Strecken 
mit einer dritten in derselben Ebene liegenden Strecke in dem 
eben aufgestellten Sinne zu multipliciren, die Stiicke einzeln 
mit derselben Strecke multiplicirte, und die Produkte mit ge- 
hériger Beobachtung ihrer positiven oder negativen Geltung 
addirte, so zeigte sich, dass in beiden Fallen jedesmal dasselbe 
Resultat hervorging und hervorgehen musste. Diese Harmonie 
liess mich nun allerdings ahnen, dass sich hiermit ein ganz 
neues Gebiet der Analyse aufschliessen wiirde, was zu wich- 
tigen Resultaten fiihren kénnte. Doch blieb diese Idee, da 
mich mein Beruf in andere Kreise der Beschiftigung hinein- 
zog, wieder eine ganze Zeit lang ruhen; auch machte mich 
das merkwiirdige Resultat anfangs betroffen, dass fiir diese 
neue Art des Produktes zwar die iibrigen Gesetze der gewéhn- 


*) Vergleiche: J. G. Grassmanns Raumlehre Theil II. pag. 164 und 
dessen Trigonometrie p. 10. 
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lichen Multiplikation und namentlich ihre Beziehung zur Addi- 
tion bestehen blieb, dass man aber die Faktoren nur vertau- 
schen konnte, wenn man zugleich die Vorzeichen umkehrte 
(++ in — verwandelte und umgekehrt). Eine Arbeit tiber 
die Theorie der Ebbe und Fluth, welche ich spiterhin vor- 
nahm, fiihrte mich zu der Mécanique analytique des La Grange 
und dadurch wieder auf jene Ideen der Analyse zuriick. Alle 
Entwickelungen in jenem Werke gestalteten sich nun durch 
die Principien dieser neuen Analyse auf eine so einfache Weise 
um, dass oft die Rechnung mehr als zehnmal kiirzer ausfiel, 
als sie in jenem Werke gefiihrt war. Dies ermuthigte mich, 
auch auf die schwierige Theorie der Ebbe und Fluth die neue 
Analyse anzuwenden; es waren dazu mannigfache neue Be- 
griffe zu entwickeln, und in die Analyse zu kleiden; nament- 
lich fiihrte mich der Begriff der Schwenkung zur geometrischen 
Exponentialgrésse, zu der Analyse der Winkel und der trigono- 
metrischen Funktionen u. s. w.*) Und ich hatte die Freude 
zu sehen, wie durch die so gestaltete und erweiterte Analyse 
nickt nur die oft sehr verwickelten und unsymmetrischen For- 
meln, welche dieser Theorie zu Grunde liegen**), sich in héchst 
einfache und symmetrische Formeln umsetzen, sondern auch 
die Art ihrer Entwickelung stets dem Begriffe zur Seite ging. 
In der That konnte nicht nur jede Formel, welche im Gange 
der Entwickelung sich ergab, aufs leichteste in Worte gekleidet 
werden, und driickte dann jedesmal ein besonderes Gesetz aus; 
sondern auch jeder Fortschritt von einer Formel zur andern 
erschien unmittelbar nur als der symbolische Ausdruck einer 
parallel gehenden begrifflichen Beweisfiihrung. Bei der sonst 
iiblichen Methode zeigte sich durch die Einfiihrung willkiir- 
licher Koordinaten, die mit der Sache nichts zu schaffen 
haben, die Idee ganz verdunkelt, und die Rechnung bestand 
in einer mechanischen, dem Geiste nichts darbietenden und 
darum Geist tédtenden Formelentwickélung. Hingegen hier, 
wo die Idee, durch nichts Fremdartiges getriibt, iiberall durch 


*) Die nuihere Nachweisung s. unten. 
**) Vergl. La Place Méc. céleste. liv. IV. 
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die Formeln in voller Klarheit hindurchstrahlte, war auch bei 
jeder Formelentwickelung der Geist in der Fortentwickelung 
der Idee begriffen. — Durch diesen Erfolg nun hielt ich mich 
zu der Hoffnung berechtigt, in dieser neuen Analyse die einzig 
naturgemisse Methode gefunden zu haben, nach welcher jede 
Anwendung der Mathematik auf die Natur fortschreiten miisse, 
und nach welcher gleichfalls die Geometrie zu behandeln sei, 
wenn sie zu allgemeinen und fruchtreichen Ergebnissen fiihren 
solle*). Es reifte daher in mir der Entschluss, aus der Dar- 
stellung, Erweiterung und Anwendung dieser Analyse eine Auf- 
gabe meines Lebens zu machen. Indem ich nun meine freie 
Zeit diesem Gegenstande ungetheilt zuwandte, so fiillten sich 
allmiilig die Liicken aus, welche die friihere gelegentliche Be- 
arbeitung gelasscn hatte. Namentlich ergab sich auf die Weise 
und mit den Modifikationen, wie ich in dem Werke selbst dar- 
gestellt habe, dass als Summe mehrerer Punkte ihr Schwer- 
punkt, als Produkt zweier Punkte ihre Verbindungsstrecke, 
als das dreier der zwischen ihnen liegende Flaichenraum und 
als das Produkt von vier Punkten der zwischen ihnen liegende 
Kérperraum (die Pyramide) aufgefasst werden konnte. Die 
Auffassung des Schwerpunktes als Summe veranlasste mich, 
den barycentrischen Kalkiil von Mébius zu vergleichen, ein 
Werk, das ich bis dahin nur dem Titel nach kannte; und zu 
meiner nicht germgen Freude fand ich hier denselben Begriff 
der Summation der Punkte vor, zu dem mich der Gang der 
Entwickelung gefiihrt hatte, und war somit zu dem ersten, 
aber wie die Folge lehrte, auch zu dem einzigen Beriihrungs- 
punkte gelangt, welchen die neue Analyse mit dem schon 
anderweitig bekannten darbot. Da indessen der Begriff eines 
Produktes von Punkten in jenem Werke gar nicht vorkommt, 
mit diesem Begyriffe aber, indem er mit dem der Summe in 
Kombination tritt, erst die Entfaltung der neuen Analyse be- 
ginnt, so konnte ich auch von dorther keine weitere Forderung 
meiner Aufgabe erwarten. Indem ich daher nun daran ging, 


*) In der That zeigte sich bald, wie durch diese Analyse die Diffe- 
renz zwischen der analytischen und synthetischen Behandlung der Geometrie 
ganzlich verschwand, 
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die so gefundenen Resultate zusammenhiingend und von An- 
fang an zu bearbeiten, so dass ich mich auch auf keinen in 
irgend einem Zweige der Mathematik bewiesenen Satz zu be- 
rufen gedachte, so ergab sich, dass die von mir aufge- 
fundene Analyse nicht, wir mir Anfangs schien, bloss auf 
dem Gebiete der Geometrie sich bewegte; sondern ich ge- 
wahrte bald, dass ich hier auf das Gebiet einer neuen 
Wissenschaft gelangt sei, von der die Geometrie selbst nur 
eine specielle Anwendung sei. Schon lange war es mir nim- 
lich einleuchtend geworden, dass die Geometrie keinesweges 
in dem Sinne wie die Arithmetik oder die Kombinationslehre 
als ein Zweig der Mathematik anzusehen sei, vielmehr die 
Geometrie schon auf ein in der Natur gegebenes (naimlich den 
Raum) sich beziehe, und dass es daher einen Zweig der Mathe- 
matik geben miisse, der in rein abstrakter Weise ahnliche 
Gesetze aus sich erzeuge, wie sie in der Geometrie an den 
Raum gebunden erscheinen. Durch die neue Analyse war 
die Méglichkeit, einen solchen rein abstrakten Zweig der Mathe- 
matik auszubilden, gegeben; ja diese Analyse, sobald sie, ohne 
irgend einen schon anderweitig erwiesenen Satz vorauszusetzen, 
entwickelt wurde, und sich rein in der Abstraktion bewegte, 
war diese Wissenschaft selbst. Der wesentliche Vortheil, 
welcher durch diese Auffassung erreicht wurde, war der Form 
nach der, dass nun alle Grundsitze, welche Raumesanschau- 
ungen ausdriickten, giinzlich wegfielen, und somit der Anfang 
ein eben so unmittelbarer wurde, wie der der Arithmetik, dem 
Inhalte nach aber der, dass die Beschrinkung auf drei Dimen- 
sionen weefiel. rst hierdurch traten die Gesetze in ihrer 
Unmittelbarkeit und Allgemeinheit ans Licht und stellten sich 
in ihrem wesentlichen Zusammenhange dar, und manche Ge- 
setzmiassigkeit, die bei drei Dimensionen entweder noch gar 
nicht, oder nur verdeckt vorhanden war, entfaltete sich nun 
bei dieser Verallgemeinerung in ihrer ganzen Klarheit. — 
Uebrigens ergab sich im Verlauf, dass mit den gehérigen Be- 
stimmungen, wie sié im Werke selbst zu finden sind, der Durch- 
schnittspunkt zweier Linien, die Durchschnittslinie zweier Ebenen 
und der Durchschnittspunkt dreier Ebenen als Produkte jener 
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Linien oder dieser Ebenen aufgefasst werden konnten*), 
woraus sich dann zugleich eine héchst einfache und allgemeine 
Kurventheorie ergab**). Darauf ging ich nun zur Erweiterung 
und Begriindung dessen tiber, was ich fiir den zweiten Theil 
dieses Werkes bestimmt habe, wohin ich ndmlich alles das- 
jenige verwiesen habe, was irgend wie den Begriff der Schwen- 
kung oder des Winkels voraussetzt. Da dieser zweite Theil, 
welcher das Werk schliessen wird, erst spater im Druck er- 
scheinen soll, so scheint es mir fiir die Uebersicht des Ganzen 
néthig, die hierher gehirigen Ergebnisse etwas genauer zu be- 
zeichnen. Zu diesem Ende habe ich zuerst die Resultate an- 
zugeben, welche sich schon vor der zusammenhangenden Be- 
arbeitung ergeben hatten. Ich habe eben gezeigt, wie als 
Produkt zweier Strecken das Parellelogramm aufgefasst werden 
kann, wenn ndmlich, wie hier tiberall geschieht, die Richtung 
der Strecken mit festgehalten wird; wie aber dies Produkt da- 
durch ausgezeichnet ist, dass die Faktoren nur mit Zeichen- 
wechsel vertauscht werden kénnen, wihrend zugleich das zweier 
gleichgerichteter Strecken offenbar null ist. Diesem Begriffe 
stellte sich ein anderer zur Seite, der sich gleichfalls auf Strecken 
mit festgehaltener Richtung bezieht. Nimlich wenn ich die 
Strecke senkrecht auf die andere projicirte, so stellte sich das 
arithmetische Produkt dieser Projektion in die Strecke, worauf 
projicirt war, gleichfalls als Produkt jener Strecken dar, sofern 
auch hierfiir die multiplikative Beziehung zur Addition galt. 
Aber das Produkt war von ganz anderer Art, wie jenes erstere, 
insofern die Faktoren desselben ohne Zeichenwechsel vertausch- 
bar waren, und das Produkt zweier gegen einander senkrechter 
Strecken als null erschien. Ich nannte jenes erstere Produkt 
das aussere , dies letztere das innere Produkt, sofern jenes 
nur bei auseinander tretenden Richtungen, dieses nur bei An- 
niherung derselben d. h. bei theilweisem Ineinandersein einen 
geltenden Werth hatte. Dieser Begriff des inneren Produktes, 
welcher sich mir schon bei der Durcharbeitung der Mécanique 


*) Vergl. Kap. 3 des zweiten Abschnitts. 
**) Vergl. dasselbe Kapitel. 
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analytique als nothwendig herausgestellt hatte, fiihrte zugleich 
zu dem Begriffe der absoluten Lange*). — Eben so hatte sich 
mir schon bei der Bearbeitung der Theorie der Ebbe und 
Fluth die geometrische Exponentialgrisse ergeben; namlich 
wenn a eine Strecke (mit festgehaltener Richtung) und @ einen 
Winkel (mit festgehaltener Schwenkungsebene) darstellt, so er- 
gab sich aus rein inneren Griinden, deren Angabe mich jedoch 
zu weit fiihren wiirde, dass a.e«, wo e als die Grundzahl 
des natiirlichen Logarithmensystems aufgefasst werden kann, 
die Strecke bedeutet, welche aus a durch eine Schwenkung 
hervorgeht, die den Winkel @ erzeugt; d. h. es bedeutet a . e« 
die Strecke a geschwenkt um den Winkel a. Wenn ferner 
Cosa, wo @ einen Winkel ausdriickt im geometrischen Sinne, 
dieselbe Zahl vorstellt wie cos@ wo @ den zudem Winkel gehori- 
gen, durch den Halbmesser gemessenen Bogen bedeuten soll: so 
folgt aus jenem Begriffe der Exponentialgrésse sogleich, dass 
Cos a= suc 

sei**). Eben so wenn Sine die Grésse vorstellt, welche die 
Strecke, mit der sie multiplicirt ist, nach der Schwenkungs- 
seite des Winkels @ um 90° in ihrer Richtung andert, und 
zugleich ihre absolute Linge auf gleiche Weise andert wie 
sin@, so ist 
ew ea 

) ? 
und es ergiebt sich daraus die Gleichung | 

Cosa—+ Sina=ee, 

alles Gleichungen, welche die auffallendste Analogie mit den 
bekannten imaginiren Ausdriicken verrathen. 

Soweit hatten sich diese Begriffe schon friiher ergeben. 


Sin a = 


*) Auch dieser Begriff, da er die Schwenkung voraussetzt, gehort dem 
zweiten Theile an. 

**) In der That wenn AB (Figur 1) die urspriingliche Strecke ist, 
und dieselbe um den Winkel @ in die Lage AC, um den Winkel -@ aber 
in die Lage AD geschwenkt wird, und man das Parallelogramm ACDE 
vollendet, so ist AE die Summe der Strecken AC + AD, und die Hilfte 
AF dieser Summe der Cosinus des Winkels «a. 
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Als ich nun auch diese Begriffe zu verallgemeinern trachtete, 
so erweiterte sich zuerst der Begriff des inneren Produktes 
auf entsprechende Weise, wie ich dies fiir das dussere Pro- 
dukt in Bezug auf das Durchschneiden der Linien und Ebenen 
oben angedeutet habe; sodann kam ich zuniichst auf den Be- 
eviff des Quotienten verschieden gerichteter Strecken, und 


a ; . 
verstand unter p? Woe und b verschieden gerichtete Strecken 


von gleicher Linge vorstellen, die Grésse, welche jede in 
derselben Ebene liegende Strecke um den Winckel ba (von 
b nach a gerechnet) dndert, so dass in der That, wie es sein 
a 
b 
fiir den Fall, dass a und b von ungleicher Linge sind, un- 
mittelbar. Jener einfache Begriff wurde uun aber die Quelle 
fiir eine Reihe der interessantesten Beziehungen. Zuerst er- 
gab sich hieraus sogleich eine neue Art der Multiplikation, 
welche dieser Division entsprach, und sich von allen friiheren 
dadurch unterschied, dass das Produkt dieser neuen Art nur 
0 werden konnte, wenn einer der Faktoren 0 wurde, wihrend 
die Faktoren vertauschbar blieben, kurz eine Multiplikation, 
welche in allen ihren Gesetzen der gewoéhnlichen arithmetischen 
analog blieb; und der Begriff derselben ging leicht hervor, 
wenn ich eine Strecke fortschreitend mit verschiedenen solchen 
Quotienten multiplicirte, und dann den einen Quotienten auf- 
fasste, welcher statt dieser fortschreitenden Faktoren gesetzt 
werden konnte. Da nun nach der Definition, wenn ab den 
Winkel beider Strecken, welche von gleicher Linge sind, 
bedeutet, 


muss, -_b—a ist; und hieraus ergab sich dann der Begriff 


b. 
e > — — ist, so hat man auch 
a 


log == ab 


Fermer, wenn der Winkel ab der mte Theil von ac ist, so 
hat man 
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weil nimlich, wenn eine Strecke m mal fortschreitend die 


Schwenkung erleidet, sie dann im Ganzen die Schwen- 


kung - vollendet. Also auch, wenn der Winkel ab halb so 


gross ist als ac, so ist 
( b ) c b |/ c 
—] = — also — = |/ — 
Na a a a 
Pa : c 
Ist namentlich a der Schwenkung um einen Rechten, also 7, 


; : c ; 
der um 2 Rechte gleich, so ist, da c = -a, also a =-1 ist, 


= =/p-1, d. h. der Ausdruck /-1 mit einer Strecke mul- 
tiplicirt andert ihre Richtung um 90° nach irgend einer, dann 
aber allemal nach derselben Seite hin. Diese schine Be- 
deutung der imaginiren Grisse vervollstindigte sich noch da- 
durch, dass sich ergab, dass 

ee und e(@) Y -1 
denselben Werth bezeichnen, wenn @ den Winkel, (a) aber 
den dazu gehirigen Bogen dividirt durch den Halbmesser 
bedeutet; in der That fand sich dann 


exy-1+ ex a 
2 


cosSx == 


wie gehérig, und eben so 
Z x i oe e-* -1 
y -1 sinx = lee 9 as ’ 
Formeln, welche also eine rein geometrische Bedeutung haben, 
indem e*Y¥-1 die Schwenkung um einen Winkel bedeutet, 
dessen Bogen durch den Halbdurchmesser gemessen x gibt. 
Hiernach nun gewannen alle imaginiren Ausdriicke eine rein 
geometrische Bedeutung, und lassen sich durch geometrische 
Konstruktionen darstellen. Zugleich war der Winkel als 


: ; b { 
Logarithmus des Quotienten igi bestimmt, daher auch die un- 


endliche Menge seiner Werthe bei derselben Schenkellage. 
Eben so nun zeigte sich auch umgekehrt, wie man vermittelst 
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der so gefundenen Bedeutung des Imaginiren auch die Ge- 
setze der Analyse innerhalb der Ebene ableiten kann, hin- 
gegen ist es nicht mehr méglich, vermittelst des Imaginaren 
auch die Gesetze fiir den Raum abzuleiten. Auch stellen sich 
iiberhaupt der Betrachtung der Winkel im Raume Schwierig- 
keiten entgegen, zu deren allseitiger Lésung mir noch nicht 
hinreichende Musse geworden ist. 

Dies etwa sind die Gegenstinde, welche ich mir ftir den 
zweiten und letzten Theil vorbehalten habe, wenigstens so 
weit sie bis jetzt von mir bearbeitet sind, mit ihm wird das 
Werk geschlossen sein. Die Zeit, wann dieser zweite Theil 
erscheinen wird, kann ich noch nicht bestimmen, indem es 
mir bei den mannigfachen Arbeiten, in welche mich mein 
jetziges Amt verwickelt, unmiglich wird, diejenige Ruhe zu 
finden, welche fiir die Bearbeitung desselben nothwendig ist. 
Doch bildet auch dieser erste Theil ein fiir sich bestehendes, 
in sich abgeschlossenes Ganze, und ich hielt es fiir zweck- 
missiger, diesen ersten Theil mit den zugehérigen Anwendungen 
zusammen erscheinen zu lassen, als beide Theile zusammen 
und von den Anwendungen gesondert. 

In der That ist es bei der Darstellung einer neuen Wissen- 
schaft, damit ihre Stellung und ihre Bedeutung recht erkannt 
werde, unumgiinglich nothwendig, sogleich ihre Anwendung 
und ihre Beziehung zu verwandten Gegenstiinden zu zeigen. 
Hierzu soll auch zugleich die Einleitung dienen. Diese ist 
der Natur der Sache nach mehr philosophischer Natur, und, 
wenn ich dieselbe aus dem Zusammenhange des ganzen 
Werkes heraussonderte, so geschah dies, um die Mathematiker 
nicht sogleich durch die philosophische Form zurtickzuschrecken. 
Es herrscht nimlich noch immer unter den Mathematikern 
und zum Theil nicht mit Unrecht eine gewisse Scheu vor 
philosophischen Erérterungen mathematischer und physikalischer 
Gegenstinde; und in der That leiden die meisten Untersuchungen 
dieser Art, wie sie namentlich von Hegel und seiner Schule 
gefiihrt sind, an einer Unklarheit und Willkiir, welche alle 
Frucht solcher Untersuchungen vernichtet. Dessen ungeachtet 
glaubte ich es der Sache schuldig zu sein, der neuen Wissen- 
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schaft ihre Stelle im Gebiete des Wissens anweisen zu miissen, 
und stellte daher, um beiden Forderungen zu geniigen, eine 
Einleitung voran, welche ohne dem Verstiindniss des Ganzen 
wesentlich zu schaden, iiberschlagen werden kann. Auch be- 
merke ich, dass unter den Anwendungen gleichfalls die, welche 
sich auf Gegenstinde der Natur (Physik, Krystallonomie) be- 
ziehen, tiberschlagen werden kiénnen, ohne dass dadurch der 
Gang der ganzen Entwickelung gestért wird. Durch diese 
Anwendungen auf die Physik glaubte ich besonders die Wich- 
tigkeit, ja die Unentbehrlichkeit der neuen Wissenschaft und 
der in ihr gebotenen Analyse dargethan zu haben. . Dass die- 
selbe in ihrer konkreten- Gestalt, d. h. in ihrer Uebertragung 
auf die Geometrie, einen vortrefflichen Unterrichtsgegenstand 
liefern wiirde, welcher einer durchaus elementaren Behand- 
lung fihig ist, hoffe ich gelegentlich einmal nachweisen zu 
kénnen, indem zu einer solchen Nachweisung in dem Werke 
selbst, seiner Bestimmung gemiiss, kein Platz gefunden werden 
konnte. Namentlich ist es bei einer elementaren Behandlung 
der Statik, wenn in derselben anschauliche und allgemeine 
(auch durch Konstruktion darstellbare) Resultate hervorgehen 
sollen, unumginglich nothwendig, den Begriff der Summe und 
des Produktes von Strecken aufzunehmen, und die Haupt- 
gesetze dafiir zu entwickeln, und ich bin gewiss, dass, wer 
das Aufnehmen dieser Begriffe einmal versucht hat, es nie 
wieder aufgeben wird. 

Wenn ich so der neuen Wissenschaft, deren Bearbeitung 
hier wenigstens theilweise vorliegt, ganz ihr Recht zuerkannt 
habe, und ihr die Anspriiche, die sie im Gebiete des Wissens 
machen kann, auf keine Weise verkiirzen will, so glaube ich 
dadurch mir nicht den Vorwurf der Anmaassung zuzuziehen ; 
denn die Wahrheit verlangt ihr Recht; sie ist nicht das Werk 
dessen, der sie zum Bewusstsein oder zur Anerkennung bringt; 
sie hat ihr Wesen und Dasein in sich selbst; und ihr aus 
falscher Bescheidenheit ihr Recht verkiirzen ist ein Verrath 
an der Wahrheit. Aber desto mehr Nachsicht muss ich in 
Anspruch nehmen fiir alles das, was mein Werk an der 
Wissenschaft ist. Denn ich bin mir, ungeachtet aller auf die 
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Form verwandten Miihe, dennoch der grossen Unvollkommen- 
heit derselben bewusst. Zwar habe ich das Ganze mehrere 
Male durchgearbeitet in verschiedenen Formen, bald in Eu- 
klidischer Form von Erklirungen und Lehrsitzen in méglich- 
ster Strenge, bald in Form einer zusammenhingenden Ent- 
wickelung mit méglichster Uebersichtlichkeit, bald beides mit 
einander verflechtend, indem ich die Uebersicht-gebende Dar- 
stellung vorangehen, und dann die Entwickelung nach Eukli- 
discher Form folgen liess. Zwar bin ich mir dessen wohl 
bewusst, dass bei abermaliger Umarbeitung Manches in besserer, 
d. h. theils strengerer, theils iibersichtlicherer Form hervor- 
treten wiirde. Aber von der Ueberzeugung durchdrungen, 
dass ich doch keine volle Befriedigung hoffen kénne, und der 
Einfachheit, der Wahrheit gegeniiber, die Darstellung doch 
immer nur diirftig bleiben miisse, entschloss ich mich, mit 
der Form hervorzutreten, welche mir zur Zeit als die beste 
erschien. Einen besonderen Grund der Nachsicht hoffe ich 
auch darin zu finden, dass mir die Zeit fiir die Bearbeitung 
vermége meiner amtlichen Thitigkeit nur dusserst karglich 
und stiickweise zugemessen war, auch mir mein Amt keine 
Gelegenheit darbot, durch Mittheilungen aus dem Gebiete 
dieser Wissenschaft, oder auch nur verwandter Gegenstinde, 
die lebendige Frische zu gewinnen, welche wie ein belebender 
Hauch das Ganze durchwehen muss, wenn es als ein leben- 
diges Glied an dem Organismus des Wissens erscheinen soll. 
Doch wenn auch eine Berufsthitigkeit, in welcher solche 
Mittheilungen aus dem Gebiete der Wissenschaft meine eigent- 
liche Aufgabe sein wiirden, als das Ziel meiner Wiinsche 
und Bestrebungen mir vor Augen steht, so glaubte ich doch 
die Bearbeitung dieser Wissenschaft nicht bis zur Erreichung 
dieses Zieles aufschieben zu diirfen, -zumal da ich hoffen 
konnte, durch die Bearbeitung dieses Theiles Aglhat mir den 
Weg zu jenem Ziele bahnen zu kénnen. 


Stettin, den 28. Juni 1844. 


Vorrede zur zweiten Auflage. 


Das Werk, dessen zweite Auflage ich hiermit der Oeffent- 
lichkeit tibergebe, hat in den ersten 23 Jahren nach seinem 
ersten Erscheinen nur eine geringe und meist nur gelegentliche 
Beachtung gefunden. Diesen Mangel an Erfolg konnte ich 
nicht der behandelten Wissenschaft als solcher zur Last legen; 
denn ich kannte deren fundamentale Wichtigkeit, ja deren 
Nothwendigkeit vollkommen; sondern ich konnte die Ursache 
davon nur in der streng wissenschaftlichen, auf die urspriing- 
lichen Begriffe zuriickgehenden Behandlungsweise finden. Eine 
solche Behandlungsweise erforderte aber ein nicht bloss ge- 
legentliches Auffassen dieser oder jener Resultate, sondern 
ein sich versenken in die zu Grunde liegenden Ideen und 
eine zusammenhingende Auffassung des ganzen auf dies Fun- 
dament aufgefiihrten Baues, dessen einzelne Theile erst durch 
das Ueberschauen des Ganzen ihr volles Verstiindniss erhalten 
konnten. Bei dem gewaltigen Fortschritt der Mathematik in 
der neueren Zeit, bei dem Hervortreten immer neuer Gebiete 
mathematischer Forschung, deren Durchdringung die ange- 
strengteste Arbeit erforderte, bei dem Ringen nach neuen, 
dem Forschungsgeiste sich darbietenden und ihn anlockenden 
Resultaten, fanden die Mathematiker nicht die Ruhe und Musse, 
sich in ein so in sich zusammenhingendes Gebiiude hineinzuver- 
setzen. Meine Hoffnung, einen akademischen Lehrstuhl zu 
gewinnen, und dadurch jiingere Kriifte in die Wissenschaft 
einzuftihren und sie zum weiteren Ausbau derselben anzu- 
regen, schlug fehl. Zwar konnte es nicht ausbleiben, dass 
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spiterhin verschiedene Mathematiker auf andern Wegen zu 
vereinzelten Resultaten gelangten, die schon in meiner Aus- 
dehnungslehre von 1844 behandelt waren; aber fast nie ge- 
schah dabei meines Werkes Erwihnung; vielmehr zeigte sich, 
dass dasselbe ihnen fast allen ganz unbekannt geblieben war, 
da sonst die Resultate durch den inneren Zusammenhang, den 
sie dort fanden, sich viel einfacher und fruchtreicher hitten 
gestalten miissen. Bei einer solchen Lage der Sache wird es 
Niemand einem Verleger verargen, wenn er in jener Zeit 
einen Theil der Exemplare meines Werkes makuliren liess, 
noch mir, wenn ich den verheissenen zweiten Theil meines 
Werkes nicht auf derselben Grundlage weiter baute, sondern 
im Jahre 1862 die ganze Ausdehnungslehre auf einer neuen 
Grundlage, die, wie ich hoffte, den Mathematikern mehr zusagen 
wiirde, aufbaute und bis zu Ende durchfiihrte*). Aber auch 
dies neue Werk fand zuerst eben so wenig Beachtung als 
das erste. Erst seit dem Jahre 1867 gestaltete sich die Sache 
ganz anders. Es war zuerst Hermann Hankel, welcher in 
seiner ,Theorie der complexen Zahlensysteme, Leipzig 1867“ 
die fundamentale Bedeutung meiner Ausdehnungslehre be- 
tonte (S. 16, S. 112, S. 119—140, S. 140). Noch ent- 
schiedener geschah dies durch Clebsch, welcher kurz vor 
seinem Tode in seiner Abhandlung ,zum Gedichtniss an 
Julius Pliicker, Géttingen 1872“ auf 8. 8 und 28 in An- 
merkungen, die er unter den Text setzte, die Bedeutsamkeit 
meiner Ausdehnungslehre von 1844 in sehr riihmender Weise 
hervorhebt, und namentlich an der zweiten Stelle sagt: In 
gewissem Sinne sind die Coordinaten der geraden Linie, wie 
tiberhaupt ein grosser Theil der Grundvorstellungen der 
neueren Algebra, bereits in Grassmanns , Ausdehnungslehre“ 
(1844) enthalten; die genauere Darlegung dieser Verhiltnisse 
wiirde indessen hier zu weit fihren“. Bei dem liebevollen 
und stets so fruchtreichen Hingehen auf die Arbeiten Anderer, 
welches diesen hervorragendsten der neueren Mathematiker 


*) Die Ausdehnungslehre vollstiindig und in strenger Form bearbeitet. 
Berlin 1862 (Enslin). 
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auszeichnete, wiirde Clebsch gewiss spiterhin Raum gefunden 
haben, um diese Verhiltnisse darzulegen, und nach seiner 
Weise auch die Ausdehnungslehre mit neuen, weitgreifenden 
Ideen zu befruchten, wenn er nicht mitten in seinem kraftigsten 
Wirken der Wissenschaft so plétzlich entrissen wire. Aber 
schon drei Jahre vorher (1869) -hatte Victor Schlegel ange- 
fangen, den von Clebsch angedeuteten Gedanken auszufiihren. 
In seinem ,System der Raumlehre nach den Prinzipien der 
Grassmann’schen Ausdehnungslehre und als Einleitung in die- 
selbe dargestellt von Victor Schlegel, Leipzig bei Teubner“, 
dessen erster Theil 1872 und dessen zweiter Theil 1875  er- 
schien, hat der Verfasser mit grosser Klarheit und zum grossen 
Theile in selbsténdiger, der Sache durchaus angemessener 
Methode die Bedeutung der Ausdehnungslehre auch fiir die 
neueste Geometrie und Algebra dargelegt. Es ist besonders 
hervorzuheben, dass dies Werk Schlegel’s das erste ist, wel- 
ches die wesentlichen Ideen der Ausdehnungslehre in ihrem 
inneren Zusammenhange aufgefasst und zur Darstellung ge- 
bracht hat. Seit dieser Zeit ist nicht nur die Bedeutung der 
Ausdehnungslehre wiederholt hervorgehoben worden, sondern 
man hat auch begonnen, auf verschiedenen Gebieten erfolgreich 
mit ihren Methoden zu arbeiten. — H. Noth in Freiberg legte 
in seiner Abhandlung ,,Die vier Species in den Elementen der 
Geometrie“ (Schulprogramm 1874) den Grund zu einer ver- 
einfachenden Darstellung der Geometrie der Lage. — R. Sturm 
in Darmstadt wandte in dem Aufsatz ,,Sulle forze in equilibrio“ 
(Annali di Mathem. VII. p. 217ff. 1876) die Methoden der 
Ausdehnungslehre zur Lésung von Problemen der Mechanik 
an. — Endlich hat W. Preyer in Jena in seinen ,,Klementen 
der reinen Empfindungslehre* (Jena bei Dufft. 1877) eine auf 
den Prinzipien der Ausdehnungslehre beruhende Darstellung 
dieser Wissenschaft gegeben, und dadurch der ersteren auch 
ein vom Begriff des Raumes unabhingiges Gebiet erobert. 
Es versteht sich von selbst, dass in der Ausdehnungs- 
lehre, als einer noch jungen Wissenschaft, mannigfache Keime 
verborgen liegen, welche einer weiteren Entwickelung fahig 


und bediirftig sind, und auch ich selbst habe mich seit 1872, 
B 
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nach einer zehnjihrigen Unterbrechung wieder jenen Studien’ 
zugewandt. Meine friiher erschienenen Arbeiten auf diesem 
Gebiete sind in meiner Ausdehnungslehre von 1862 aufge- 
fiihrt, und ich habe daher hier nur die neueren Arbeiten zu 
verzeichnen. Es sind dies erstens zwei Aufsitze in den Gét- 
tinger Nachrichten von 1872 ,Zur Theorie der Curven dritter 
Ordnung“ (S. 505) und ,Ueber zusammengehérige Pole und 
ihre Darstellung durch Produkte“ (S. 567), ferner in den 
mathematischen Annalen ,die neuere Algebra und die Aus- 
dehnungslehre“ Band VII S. 538, ,die Mechanik nach den 
Principien der Ausdehnungslehre* Band XII. 8. 222, ,,der Ort 
der Hamilton’schen Quaternionen in der Ausdehnungslehre“ 
Band XII.8.375. Endlich habe ich eine fiir Borchardts Journal 
bestimmte Abhandlung unter der Feder, in welcher ich die 
schénen Arbeiten Reye’s iiber die Oberflichen durch weitere 
Ausfiihrung der in meiner Ausdehnungslehre von 1862 Nr. 392 
dargestellten Idee, nach welcher Funktionen als extensive 
Gréssen behandelt werden, auf eine neue und einfache Weise 
zu begriinden suche. 

So ist es denn gekommen, dass im Laufe der letzten 
Jahre das Interesse an der Ausdehnungslehre sich in immer 
weiteren Kreisen verbreitete. Und da in demselben Maasse 
die Nachfrage nach der inzwischen selten gewordenen ersten 
Ausgabe des Werkes zunahm, so entschloss sich die Verlags- 
handlung mit dankenswerther Bereitwilligkeit zur Veranstaltung 
einer zweiten Auflage. 

Ich habe in dieser zweiten Auflage den Text der ersten 
Auflage (natiirlich abgesehen von einzelnen Druckfehlern) un- 
verindert gelassen, da die Darstellung in derselben die kon- 
sequente Durchfiihrung einer einzigen Grundidee ist, und auch 
die Behandlungsweise eine solche ist, deren Berechtigung ich 
durchaus anerkenne, und die gewiss den mehr philosophisch 
gebildeten Lesern mehr zusagen wird, als die den Mathema- 
tikern mehr anbequemte Darstellungsweise der Ausdehnungs- 
lehre von 1862. Dagegen habe ich unter den Text, je nach- 
dem es mir zweckmissig schien, neue Anmerkungen hinzuge- 
fiigt, die ich mit der Jahreszahl 1877 versehen habe. Zwei 
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umfangreichere Anmerkungen habe ich, um die Ueberein- 
stimmung mit den Seitenzahlen der ersten Auflage miglichst 
zu erhalten, als Anhainge an den Schluss gestellt. Dort findet 
sich auch noch ein Abdruck der Uebersicht iiber das Wesen 
der Ausdehnungslehre, welche ich in Grunerts Archiv Bd. VI. 
gegeben habe, da dieselbe, wie mir von verschiedenen Seiten 
mitgetheilt ist, das Verstindniss des Werkes sehr erleichtern 
soll. Endlich habe ich ein Verzeichniss der in dem Werke 
vorkommenden Kunstausdriicke hinzugefiigt. 

Um die Vergleichung mit der Ausdehnungslehre von 1862 
zu erleichtern, gebe ich hier zuerst eine Uebersicht der in beiden 
der Hauptsache nach iibereinstimmenden Resultate, bemerke 
jedoch, dass nicht nur die Ableitung derselben eine wesentlich 
verschiedene ist, sondern auch in der einen Resultate abgeleitet 
sind, die in der andern entweder tibergangen oder mit andern 
Resultaten zusammengefasst sind, so dass es also unmiglich wird, 
jedes mit jedem zusammenzustellen. Ich bezeichne hier die 
Ausdehnungslehre von 1844 mit A,, die von 1862 mit A, 

A, § 13— 20. — A, No. 1— 9, 14— 24 

A, § 24 . — A, No. 216—223, 

A, § 28— 36. — A, No. 52— 61, 66— 68 

A, § 37— 40. — A, No. 254, 262, 

A, § 45, 46. — A, No. 134, 135, 

A, § 47— 55. — A, No. 69— 85, 

A, § 60— 73. — A, No. 10— 13, vergl. 377 

A, § 80— 90. — A, No. 27— 36, 

A, § 93 . — A, No. 136, 

A, § 94—119. — A, No. 224—286. Die Gesetze der 
Elementargrissen sind in A, mit denen der Ausdehnungs- 
gréssen zusammengefasst und nur in der Anwendung auf die 
Geometrie von ihnen gesondert 

A, § 126 . — A, No. 25, 26, 

A, § 128—142. — A, No. 94—132. Die §§ 127 und 
143 sind als unfruchtbar aufgegeben. 

A, § 144 . — A, No, 287—3805, 

A, § 145—148. — A, No. 306—329, 


A, § 149—165. — A, No. 401—409. 
B* 
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Die Anm. iiber offene Produkte am Schlusse der A, ist 
weiter ausgefiihrt A, No. 353—363. 

Die neuen Gegenstinde, welche in der Ausdehnungslehre 
von 1862 bearbeitet werden sollten, sind in der Vorrede zur 
Ausdehnungslehre von 1844 S. X—XIV nur theilweise erwihnt. 
Ganz neu hinzugekommen ist der zweite Abschnitt (No. 348— 
527), welcher die Funktionenlehre, und die ihr zu Grunde 
liegende algebraische Multiplikation, nebst der Differenzial- 
rechnung, den unendlichen Reihen und der Integralrechnung, 
behandelt und besonders tief in die verwandten Gebiete der 
gewohnlichen Analysis, namentlich auch in die neuere Geome- 
trie und Algebra eingreift, und in einzelnen Abschnitten, wie 
z. B. in der Behandlung des Quotienten (No. 377—391), in 
der Auffassung der Funktionen als extensiver Griéssen (392— 
400), so wie in der Integration der Differenzialgleichungen 
(491—527) Keime zu Entwickelungen enthailt, welche noch 
zukiinftiger Bearbeitung harren. 


Stettin, im Sommer 1877*). 


Hermann Grassmann. 


*) Der Verfasser ist wiihrend des Druckes gestorben. 


Die Verlagshandlung. 


HEinleituneg. 


A. Ableitung des Begriffs der reinen Mathematik. 


1. Die oberste Theilung aller Wissenschaften ist die in 
reale und formale, von denen die ersteren das Sein, als das 
dem Denken selbststindig gegentibertretende, im Denken ab- 
bilden, und ihre Wahrheit haben in der Uebereinstimmung 
des Denkens mit jenem Sein; die letzteren hingegen das durch 
das Denken selbst gesetzte zum Gegenstande haben, und ihre 
Wahrheit haben in der Uebereinstimmung der Denkprocesse 
unter sich. 

Denken ist nur in Bezug auf ein Sein, was ihm gegentibertritt 
und durch das Denken abgebildet wird; aber dies Sein ist bei den 
realen Wissenschaften ein selbststiindiges, ausserhalb des Denkens 
fiir sich bestehendes, bei den formalen hingegen ein durch das 
Denken selbst gesetztes, was nun wieder einem zweiten Denkakte 
als Sein sich gegeniiberstellt. Wenn nun die Wahrheit iiberhaupt 
in der Uebereinstimmung des Denkens mit dem Sein beruht, so 
beruht sie insbesondere bei den formalen Wissenschaften in der 
Uebereinstimmung des zweiten Denkaktes mit dem durch den ersten 
gesetzten Sein, also in der Uebereinstimmung beider Denkakte. 
Der Beweis in den formalen Wissenschaften geht daher nicht tiber 
das Denken selbst hinaus in eine andere Sphire tiber, sondern ver- 
harrt rein in der Kombination der verschiedenen Denkakte. Daher 
diirfen auch die formalen Wissenschaften nicht von Grundsitzen 
ausgehen, wie die realen; sondern ihre Grundlage bilden die 
Definitionen *), 


*) Wenn man in die formalen Wissenschaften, wiez. B. indie Arithmetik, 
dennoch Grundsitze eingeftihrt hat, so ist dies als ein Missbrauch anzusehen, 
der nur aus der entsprechenden Behandlung der Geometric zu erkliren ist. 
Ich werde hierauf spater noch einmal ausfiihrlicher zuriickkommen. Hier 


XXII Einleitung. 


2. Die formalen Wissenschaften betrachten entweder die 
allgemeinen Gesetze des Denkens, oder sie betrachten das 
Besondere durch das Denken gesetzte, ersteres die Dialek- 
tik (Logik),*) letzteres die reine Mathematik. 

Der Gegensatz zwischen Allgemeinem und Besonderem bedingt 
also die Theilung der formalen Wissenschaften in Dialektik und 
Mathematik. Die erstere ist eine philosophische Wissenschaft, 
indem sie die Einheit in allem Denken aufsucht, die Mathematik 
hingegen hat die entgegengesetzte Richtung, indem sie jedes Ge- 
dachte einzeln als ein Besonderes auffasst. 


3. Die reine Mathematik ist daher die Wissenschaft des 
besonderenSeins als eines durch das Denken gewordenen. 
Das besondere Sein, in diesem Sinne aufgefasst, nennen wir 
eine Denkform oder schlechtweg eine Form. Daher ist reine 
Mathematik Formenlehre. 

Der Name Grdssenlehre eignet nicht der gesammten Mathema- 
tik, indem derselbe auf einen wesentlichen Zweig derselben, auf 
die Kombinationslehre, keine Anwendung findet, und auf die Arith- 
metik auch nur im uneigentlichen Sinne**). Dagegen scheint der 
Ausdruck Form wieder zu weit zu sein, und der Name Denkform 
angemessener ; allein die Form in ihrer reinen Bedeutung, abstra- 
hirt von allem realen Inhalte, ist eben nichts anderes, als die Denk- 
form, und somit der Ausdruck entsprechend. he wir zur Thei- 
lung der Formenlehre iibergehen, haben wir einen Zweig auszu- 
sondern, den man bisher mit Unrecht ihr zugerechnet hat, nimlich 
die Geometrie. Schon aus dem oben aufgestellten Begriffe leuch- 
tet ein, dass die Geometrie, eben so wie die Mechanik, auf ein reales 


gentige es, das Fehlen der Grundsitze in den formalen Wissenschaften als 
nothwendig dargethan zu haben. 

*) Die Logik bietet eine rein mathematische Seite dar, die man als for- 
male Logik bezeichnen kann, und die ihrem Inhalte nach von meinem Bruder 
Robert und mir gemeinschaftlich bearbeitet und von dem ersteren in seinem 
zweiten Buche der Formenlehre, Stettin 1872, in eigenthiimlicher Form dar- 
gestellt ist. (1877.) 

**) Der Begriff der Grésse wird in der Arithmetik durch den der Anzahl 
vertreten; die Sprache unterscheidet daher sehr wohl vermehren und ver- 


mindern, was der Zahl angehort, von vergréssern und verkleinern, was der 
Grosse. 
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Sein zuriickgeht; n&mlich dies ist fiir die Geometrie der Raun ; 
und es ist klar, wie der Begriff des Raumes keinesweges durch das 
Denken erzeugt werden kann, sondern demselben stets als ein ge- 
gebenes gegentibertritt. Wer das Gegentheil behaupten wollte, 
miisste sich der Aufgabe unterzichen, die Nothwendigkeit der drei 
Dimensionen des Raumes aus den reinen Denkgesetzen abzuleiten, 
eine Aufgabe, deren Lisung sich sogleich als unmiglich darstellt. 
— Wollte nun jemand, obgleich er dies zugeben miisste, dennoch 
der Geometrie zu Liebe den Namen der Mathematik auch auf sie 
ausdehnen ; so kénnten wir uns dies zwar gefallen lassen, wenn er 
uns auch auf der anderen Seite unsern Namen der Formenlehre 
oder irgend einen gleichgeltenden will stehen lassen; doch aber 
miissten wir ihn im Voraus darauf hinweisen, dass dann jener Name, 
weil er das differenteste in sich schliesst, auch nothwendig mit der 
Zeit als iiberfliissig werde verworfen werden. Die Stellung der Geo- 
metrie zur Formenlehre hangt von dem Verhiltniss ab, in welehem 
die Anschauung des Raumes zum reinen Denken steht. Wenn 
gleich wir nun sagten, es trete jene Anschauung dem Denken als 
selbststiindig gegebenes gegeniiber, so ist damit doch nicht behauptet, 
dass die Anschauung des Raumes uns erst aus der Betrachtung 
der riiumlichen Dinge wiirde; sondern sie ist eine Grundanschau- 
ung, die mit dem Gedffnetsein unseres Sinnes fiir die sinnliche Welt 
uns mitgegeben ist, und die uns eben so urspriinglich anhaftet, wie 
der Leib der Seele. Auf gleiche Weise verhilt es sich mit: der 
Zeit und mit der auf die Anschauungen der Zeit und des Raumes 
gegriindeten Bewegung, weshalb man auch die reine Bewegungs- 
lehre (Phorometrie) mit gleichem Rechte wie die Geometrie den 
mathematischen Wissenschaften beigezahlt hat. Aus der Anschauung 
der Bewegung fliesst vermittelst des Gegensatzes von Ursache und 
Wirkung der Begriff der bewegenden Kraft, so dass also Geo- 
metrie, Phorometrie und Mechanik als Anwendungen der Formen- 
lehre auf die Grundanschauungen der sinnlichen Welt erscheinen. 


B. Ableitung des Begriffs der Ausdehnungslehre. 


4. Jedes durch das Denken gewordene (vergl. No. 3) kann 
auf zwiefache Weise geworden sein, entweder durch einen ein- 
fachen Akt des Erzeugens, oder durch einen zwiefachen Akt 
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des Setzens und Verkniipfens. Das auf die erste Weise 
gewordene ist die stetige Form oderdie Grésse imengeren 
Sinn, das auf die letztere Weise gewordene die diskrete 
oder Verkniipfungs-Form. 

Der schlechthin einfache Begriff des Werdens giebt die stetige 
Form. Das bei der diskreten Form vor der Verkniipfung gesetzte 
ist zwar auch durch das Denken gesetzt, erscheint aber fiir den 
Akt des Verkniipfens als Gegebenes, und die Art, wie aus dem 
Gegebenen die diskrete Form wird, ist ein blosses Zusammen- 
denken. Der Begriff des stetigen Werdens ist am leichtesten aufzu- 
fassen, wenn man ihn zuerst nach der Analogie der gelaufigeren, 
diskreten Entstehungsweise betrachtet. Namlich da bei der steti- 
gen Erzeugung das jedesmal gewordene festgehalten, und das neu 
entstehende sogleich in dem Momente seines Entstehens mit jenem 
zusammengedacht wird: so kann man der Analogie wegen auch fiir 
die stetige Form dem Begriffe nach einen zwiefachen Akt des 
Setzens und Verkniipfens unterscheiden, aber beides hier zu Einem 
Akte vereinigt, und somitin eine unzertrennliche Hinheit zusammen- 
gehend; nimlich von den beiden Gliedern der Verkniipfung (wenn 
wir diesen Ausdruck der Analogie wegen fiir einen Augenblick fest- 
halten) ist das eine das schon gewordene, das andere hingegen das in 
dem Momente des Verkniipfens selbst neu entstehende, also nicht 
ein vor dem Verkniipfen schon fertiges. Beide Akte also, namlich 
des Setzens und Verkniipfens, gehen ganz in einander auf, so dass 
nicht verkntipft werden kann, als gesetzt ist, und nicht eher gesetzt 
werden darf, als verkniipft ist; oder wieder in der dem Stetigen zu- 
kommenden Ausdrucksweise gesprochen: das was neu entsteht, 
entsteht eben nur an dem schon gewordenen, ist also ein Moment 
des Werdens selbst, was hier in seinem weiteren Verlauf als Wachsen 
erscheint. 

Der Gegensatz des Diskreten und Stetigen ist (wie alle wahren 
Gegensitze) ein fliessender, indem das Diskrete auch kann als ste- 
tig betrachtet werden, und umgekehrt das Stetige als Diskret. Das 
Diskrete wird als Stetiges betrachtet, wenn das Verkniipfte selbst 
wieder als Gewordenes und der Akt des Verkniipfens als ein Mo- 
ment des Werdens aufgefasst wird. Und das Stetige wird als 
Diskret betrachtet, wenn einzelne Momente des Werdens als blosse 
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Verkniipfungsakte aufgefasst, und das so verkniipfte fiir die Ver- 
kniipfung als Gegebenes betrachtet wird. 


5. Jedes Besondere (Nr. 3) wird ein solches durch den 
Begriff des Verschiedenen, wodurch es einem anderen Be- 
sonderen nebengeordnet, und durch den des Gleichen, wo- 
durch es mit anderem Besonderen demselben Allgemeinen unter- 
geordnet wird. Das aus dem Gleichen gewordene kénnen 
wir die algebraische Form, das aus dem Verschiedenen 
gewordene die kombinatorische Form nennen. 


Der Gegensatz des Gleichen und Verschiedenen ist gleichfalls 
ein fliessender. Das Gleiche ist verschieden, schon sofern das eine 
und das andere ihm Gleiche irgend wie gesondert ist (und ohne 
diese Sonderung wire es nur Kins, also nicht Gleiches), das Ver- 
schiedene ist gleich, schon sofern beides durch die auf beides sich 
beziehende Thitigkeit verkniipft ist, also beides ein Verkniipftes 
ist. Darum verschwimmen aber nun beide Glieder keineswegs in 
einander, so dass man einen Maassstab anzulegen hatte, durch den 
bestimmt wiirde, wie viel Gleiches gesetzt sei zwischen beiden Vor- 
stellungen und wie viel Verschiedenes; sondern wenn auch dme 
Gleichen immer schon irgend wie das Verschiedene anhaftet und 
umgekehrt, so bildet doch nur jedesmal das Eine das Moment der 
Betrachtung, wahrend das andere nur als die vorauszusetzende 
Grundlage des ersteren erscheint. 

Unter der algebraischen Form ist hier nicht bloss die Zahl sondern 
auch das der Zahl im Gebiete des Stetigen entsprechende, und unter 
der kombinatorischen Form nicht nur die Kombination sondern 
auch das ihr im Stetigen entsprechende verstanden. 


6. Aus der Durchkreuzung dieser beiden Gegensiitze, von 
denen der erste auf die Art der Erzeugung, der letztere auf 
die Elemente der Erzeugung sich bezieht, gehen die vier Gat- 
tungen der Formen und die ihnen entsprechenden Zweige der 
Formenlehre hervor. Und zwar sondert sich zuerst die dis- 
krete Form danach in Zahl und Kombination (Gebinde). Zahl 
ist die algebraisch diskrete Form, d. h. sie ist die Zusammen- 
fassung des als gleich gesetzten; die Kombination ist die 
kombinatorisch diskrete Form, d. h. sie ist die Zusammen- 
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fassung des als verschieden gesetzten. Die Wissenschaften 
des Diskreten sind also Zahlenlehre und Kombinations- 
lehre (Verbindungslehre). 


Dass hierdurch der Begriff der Zahl vollstindig erschopft und 
genau umgrinzt ist, und ebenso der der Kombination, bedarf wohl 
kaum eines weiteren Nachweises. Und da die Gegensiitze, durch 
welche diese Definitionen hervorgegangen sind, die einfachsten, in 
dem Begriffe der mathematischen Form unmittelbar mit gegebenen 
sind, so ist hierdurch die obige Ableitung wohl hinlinglich gerecht- 
fertigt*). Ich bemerke nur noch, wie dieser Gegensatz zwischen 
beiden Formen auf eine sehr reine Weise durch die differente Be- 
zeichnung ihrer Elemente ausgedriickt ist, indem das zur Zahl ver- 
kniipfte mit einem und demselben Zeichen (1) bezeichnet wird, das 
zur Kombination verkniipfte mit verschiedenen, im Uebrigen ganz 
willktihrlichen Zeichen (den Buchstaben). — Wie nun hiernach 
jede Menge von Dingen (Besonderheiten) als Zahl so gut, wie als 
Kombination aufgefasst werden kann, je nach der verschiedenen 
Betrachtungsweise, bedarf woh] kaum einer Erwahnung. 


7. Eben so sondert sich die stetige Form oder die Grésse 
danach in die algebraisch-stetige Form oder die intensive 
Grésse, und in die kombinatorisch-stetige Form oder die ex - 
tensive Groésse. Die intensive Grisse ist also das durch 
Erzeugung des Gleichen gewordene, die extensive Grisse oder 
die Ausdehnung ist das durch Erzeugung des Verschiedenen 
gewordene. Jene bildet als verinderliche Grisse die Grund- 
lage der Funktionenlehre, der Differenzial- und Integral-Rech- 
nung, diese die Grundlage der Ausdehnungslehre. 


Da von diesen beiden Zweigen der erstere der Zahlenlehre als 
héherer Zweig untergeordnet zu werden pflegt, der letztere aber 
noch als ein bisher unbekannter Zweig erscheint, so ist es noth- 
wendig, diese ohnehin durch den Begriff des stetigen Fliessens 


*) Der Begriff der Zahl und der Kombination ist schon vor 17 Jahren in 
einer von meinem Vater verfassten Abhandlung, tiber den Begriff der reinen 
Zahlenlehre, welche in dem Programme des Stettiner Gymnasiums von 1827 
abgedruckt ist, auf ganz ahnliche Weise entwickelt worden, ohne aber zur 
Kenntniss eines grésseren Publikum gelangt zu sein, 
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schwierige Betrachtung niher zu erliutern. Wie in der Zahl die 
Einigung hervortritt, in der Kombination die Sonderung des Zu- 
sammengedachten, so auch in der intensiven Grésse die Hinigung 
der Elemente, welche ihrem Begriff nach zwar noch gesondert sind, 
aber nur in ihrem wesentlichen sich gleich sein die intensive Grosse 
bilden, hingegen in der extensiven Grésse die Sonderung der Ele- 
mente, welche zwar, sofern sie Hine Grosse bilden, vereinigt sind, 
aber welche eben nur in ihrer Trennung von einander die Grisse 
konstituiren. Es ist also die intensive Grosse gleichsam die fliissig 
gewordene Zahl, die extensive Grésse die fliissig gewordene Kom- 
bination. Der letzteren ist wesentlich ein Auseinandertreten der 
Elemente und ein Festhalten derselben als aus einander seiender ; 
das erzeugende Element erscheint bei ihr als ein sich inderndes, 
d. h. durch eine Verschiedenheit der Zustiinde hindurchgehendes, 
und die Gesammtheit dieser verschiedenen Zustiinde bildet eben 
das Gebiet der Ausdehnungsgrisse. Bei der intensiven Grosse hin- 
gegen liefert die Erzeugung derselben eine stetige Reihe sich selbst 
gleicher Zustande, deren Quantitit eben die intensive Grosse ist. 
Als Beispiel fiir die extensive Griésse kénnen wir am besten die 
begrianzte Linie (Strecke) wihlen, deren Elemente wesentlich aus 
einander treten und dadurch eben die Linie als Ausdehnung kon- 
stituiren; hingegen als Beispiel der intensiven Grésse etwa einen 
mit bestimmter Kraft begabten Punkt, indem hier die Elemente 
nicht sich ent&iussern, sondern nur in der Steigerung sich darstellen, 
also eine bestimmte Stufe der Steigerung bilden. 

Auch hier zeigt sich die aufgestellte Differenz auf eine schine 
Weise in der Bezeichnung; nimlich bei der intensiven Grosse, 
welche den Gegenstand tler Funktionenlehre ausmacht, unterschei- 
det man nicht die Elemente durch besondere Zeichen, sondern wo 
besondere Zeichen hervortreten, da ist dadurch die ganze verinder- 
liche Grésse bezeichnet. Hingegen bei der Ausdehnungsgrisse, 
oder deren konkreter Darstellung, der Linié, werden die verschie- 
denen Elemente auch mit verschiedenen Zeichen (den Buchstaben) 
bezeichnet, grade wie in der Kombinationslehre. Auch ist klar, 
wie jede reale Grésse auf zwiefache Weise kann angeschaut wer- 
den, als intensive und extensive; nimlich auch die Linie wird als 
intensive Grésse angeschaut, wenn man von der Art, wie ihre 
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Elemente aus einander sind, absieht, und blos die Quantitét der 
Elemente auffasst, und eben so kann der mit einer Kraft begabte 
Punkt als extensive Grésse gedacht werden, indem man sich die 
Kraft in Form einer Linie vorstellt. 

Historisch hat sich unter den vier Zweigen der Mathematik das 
Diskrete eher entwickelt als das Stetige (da jenes dem zergliedern- 
den Verstande niher liegt als dieses), das Algebraische eher als das 
Kombinatorische (da das Gleiche leichter zusammengefasst wird 
als das Verschiedene). Daher ist die Zahlenlehre die friiheste, Kom- 
binationslehre und Differenzialrechnung sind gleichzeitig entstanden, 
und von ihnen allen musste die Ausdehnungslehre in ihrer abstrak- 
ten Form die spateste sein, wihrend auf der andern Seite ihr kon- 
kretes (obwohl beschrinktes) Abbild, die Raumlehre, schon der 
friihesten Zeit angehort. 


8. Es kann der Zerspaltung der Formenlehre in die vier 
Zweige ein allgemeiner Theil vorangeschickt werden, welcher 
die allgemeinen, d. h. fiir alle Zweige gleich anwendbaren Ver- 
kniipfungsgesetze darstellt, und welchen wir die allgemeine 
Formenlehre nennen kénnen. 


Diesen Theil dem Ganzen vorauszuschicken, ist wesentlich, so- 
fern dadurch nicht blos die Wiederholung derselben Schlussreihen 
in allen vier Zweigen und selbst in den verschiedenen A btheilungen 
desselben Zweiges erspart, und somit die Entwickelung bedeutend 
abgektirzt wird, sondern auch das dem Wesen nach zusammenge- 
gehérige zusammen erscheint, und als Grundlage des Ganzen auftritt. 


C. Darlegung des Begriffs der Ausdehnungslehre. 


9. Das stetige Werden, in seine Momente zerlegt, er- 
scheint als ein stetiges Entstehen mit Festhaltung des schon 
gewordenen. Bei der Ausdehnungsform ist das jedesmal neu 
entstehende als ein verschiedenes gesetzt; halten wir hierbei 
nun das jedesmal gewordene nicht fest, so gelangen wir zu 
dem Begriffe der stetigen Aenderung. Was diese Aen- 
derung erftihrt, nennen wir das erzeugende Element, und das 
erzeugende Element in irgend einem der Zustinde, den es 
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bei seiner Aenderung annimmt, ein Element der stetigen 
Form. Hiernach ist also die Ausdehnungsform die Gesammt- 
heit aller Elemente, in die das erzeugende Element bei stetiger 
Aenderung iibergeht. 

Der Begriff der stetigen Aenderung des Elements kann nur bei 
der Ausdehnungsgrésse hervortreten; bei der intensiven Grisse 
wiirde bei Aufgebung des jedesmal gewordenen nur der stetige 
Ansatz zum Werden als ein vollkommen leeres zuriickbleiben. 

In der Raumlehre erscheint als das Element der Punkt, als seine 
stetige Aenderung die Ortsinderung oder Bewegung, als seine ver- 
schiedenen Zustinde die verschiedenen Lagen des Punktes im Raume. 


10. Das Verschiedene muss nach einem Gesetze sich 
entwickeln, wenn das Erzeugniss ein bestimmtes sein soll. 
Dies Gesetz muss bei der einfachen Form dasselbe sein fiir 
alle Momente des Werdens. Die einfache Ausdehnungsform 
ist also die Form, welche durch eine nach demselben Gesetze 
erfolgende Aenderung des erzeugenden Elements entsteht; 
die Gesammtheit aller nach demselben Gesetz erzeugbaren 
Elemente nennen wir ein System oder ein Gebiet. 


Die Verschiedenheit wiirde, da das von einem Gegebenen ver- 
schiedene unendlich mannigfach sein kann, sich ginzlich ins Unbe- 
stimmte verlaufen, wenn sie nicht einem festen Gesetze unterworfen 
ware. Dies Gesetz ist nun aber in der reinen Formenlehre nicht 
durch irgend welchen Inhalt bestimmt; sondern durch die rein 
abstrakte Idee des Gesetzmiissigen ist der Begriff der Ausdehnung 
und durch die desselben Gesetzes fiir alle Momente der Aenderung 
der Begriff der einfachen Ausdehnung bestimmt. Hiernach hat 
nun die einfache Ausdehnung die Beschaffenheit, dass, wenn aus 
einem Elemente derselben a durch einen Akt der Aenderung ein 
anderes Element b derselben Ausdehnung hervorgeht, dann aus b 
durch denselben Akt der Aenderung ein drittes Element derselben 
e hervorgeht. 

In der Raumlehre ist die Gleichheit der Richtung das die ein- 
zelnen Aenderungen umfassende Gesetz, die Strecke in der Raum- 
lehre entspricht also der einfachen Ausdehnung, die unendliche 
gerade Linie dem ganzen System. 
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11. Wendetman zwei verschiedene Gesetze der Aenderung 
an, so bildet die Gesammtheit der vermiége beider Gesetze 
erzeugbaren Elemente ein System zweiter Stufe. Die Gesetze 
der Aenderung, durch welche die Elemente dieses Systems 
aus einander hervorgehen kénnen, sind von jenen beiden ersten 
abhingig; nimmt man noch ein drittes unabhingiges Gesetz 
hinzu, so gelangt man zu einem Systeme dritter Stufe und 
so fort. 


Als Beispiel mége hier wieder die Raumlehre dienen. In der- 
selben werden bei zwei verschiedenen Richtungen aus einem 
Elemente die simmtlichen Elemente einer Ebene erzeugt, indem 
nimlich das erzeugende Element beliebig viel nach beiden Rich- 
tungen nach einander fortschreitet, und die Gesammtheit der so 
erzeugbaren Punkte (Elemente) in eins zusammengefasst wird. 
Die Ebene ist also das System zweiter Stufe; in ihr ist eine un- 
endliche Menge von Richtungen enthalten, welche von jenen beiden 
ersten abhingen. Nimmt man eine dritte unabhingige Richtung 
hinzu, so wird vermittelst ihrer der ganze unendliche Raum (als 
System dritter Stufe) erzeugt; und weiter als bis zu drei unab- 
hangigen Richtungen (Aenderungsgesetzen) kann man hier nicht 
kommen, wihrend sich in der reinen Ausdehnungslehre die Anzahl 
derselben bis ins Unendliche steigern kann. 


12. Die Verschiedenheit der Gesetze erfordert wieder 
zu ihrer genaueren Bestimmung eine Erzeugungsweise, ver- 
mége deren das eine System in das andere iibergeht. Dieser 
Uebergang der verschiedenen Systeme in einander bildet da- 
her eine zweite natiirliche Stufe in dem Gebiete der Aus- 
dehnungslehre, und mit ihr ist dann das Gebiet der elemen- 
taren Darstellung dieser Wissenschaft beschlossen. 


Es entspricht dieser Uebergang der Systeme in einander der 
Schwenkungsbewegung in der Raumlehre, und mit dieser hingt 
zusammen die Winkelgrisse, die absolute Linge, der senkrechte 
Stand u. s. w.; was alles seine Erledigung erst in dem zweiten 
Theile der Ausdehnungslehre finden wird. 
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D. Form der Darstellung. 


13. Das Eigenthiimliche der philosophischen Methode ist, 
dass sie in Gegensiitzen fortschreitet, und so vom Allgemeinen 
zum Besonderen gelangt; die mathematische Methode hingegen 
schreitet von den einfachsten Begriffen zu den zusammenge- 
setzteren fort, und gewinnt so durch Verkniipfung des Be- 
sonderen neue und allgemeinere Begyriffe. 


Wihrend also dort die Uebersicht iiber das Ganze vorwaltet, 
“und die Entwickelung eben in der allmaligen Verzweigung und 
Gliederung des Ganzen besteht, so herrscht hier die Aneinander- 
kettung des Besonderen hervor, und jede in sich geschlogsene 
Entwickelungsreihe bildet zusammen wieder nur ein Glied fiir die 
folgende Verkettung, und diese Differenz der Methode liegt in dem 
Begriffe; denn in der Philosophie ist eben die Einheit der Idee 
das urspriingliche, die Besonderheit das abgeleitete, in der Mathe- 
matik hingegen die Besonderheit das urspriingliche, hingegen die 
Idee das letzte, angestrebte; wodurch die entgegengesetzte Fort- 
schreitung bedingt ist. 

14. Da sowohl die Mathematik als die Philosophie 
Wissenschaften im strengsten Sinne sind, so muss die Methode 
in beiden etwas gemeinschaftliches haben, was sie eben zur 
wissenschaftlichen macht. Nun legen wir einer Behandlungs- 
weise Wissenschaftlichkeit bei, wenn der Leser durch sie eines- 
theils mit Nothwendigkeit zur Anerkennung jeder einzelnen 
Wahrheit gefiihrt wird, andrerseits in den Stand gesetzt wird, 
auf jedem Punkte der Entwickelung die Richtung des weiteren 
Fortschreitens zu iibersehen. 

Die Unerlasslichkeit der ersten Forderung, namlich der wissen- 
schaftlichen Strenge, wird jeder zugeben. Was das zweite betrifft, 
so ist dies noch immer ein Punkt, der von den meisten Mathema- 
tikern noch nicht gehérig beachtet wird. Es kommen oft Beweise 
vor, bei denen man zuerst, wenn nicht der Satz oben anstinde, 
gar nicht wissen kénnte, wohin sie fiihren sollen, und durch die 
man dann, nachdem man eine ganze Zeitlang blind und aufs Ge- 
rathewohl hin jeden Schritt nachgemacht hat, endlich, ehe man es 
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sich versieht, plétzlich zu der zu erweisenden Wahrheit gelangt. 
Ein solcher Beweis kann vielleicht an Strenge nichts zu wiinschen 
iibrig lassen, aber wissenschaftlich ist er nicht; es fehlt ihm das 
zweite Erforderniss, die Uebersichtlichkeit. Wer daher einem 
solchen Beweise nachgeht, gelangt nicht zu einer freien Erkennt- 
niss der Wahrheit, sondern bleibt, wenn er sich nicht nachher 
jenen Ueberblick selbst schafft, in giinzlicher Abhingigkeit von der 
besonderen Weise, in der die Wahrheit gefunden war; und dies 
Gefiihl der Unfreiheit, was in solchem Falle wenigstens waihrend 
des Recipirens entsteht, ist fiir den, der gewohnt ist, frei und 
selbststindig zu denken, und alles was er aufnimmt, selbstthatig 
und lebendig sich anzueignen, ein hichst driickendes. Ist hingegen 
der Leser in jedem Punkt der Entwickelung in den Stand gesetzt, 
zu sehen, wohin er geht, so bleibt er Herrscher iiber den Stoff, er 
ist an die besondere Form der Darstellung nicht mehr gebunden, 
und die Aneignung wird eine wahre Reproduktion. 


15. Auf dem jedesmaligen Punkte der Entwickelung ist 
die Art der Weiterentwickelung wesentlich durch eine leitende 
Idee bestimmt, welche entweder nichts anderes ist, als eine 
vermuthete Analogie mit verwandten und schon bekannten 
Zweigen des Wissens, oder welche, und dies ist der beste 
Fall, eine direkte Ahnung der zunichst zu suchenden Wahr- 
heit ist. 


Die Analogie ist, da sie in verwandte Gebiete hineinspielt, nur 
ein Nothbehelf; wenn es nicht eben darauf ankommt, die Beziehung 
zu einem verwandten Zweige durchweg hervorzuheben, und so eine 
fortlaufende Analogie mit diesem Zweige zuziehen*). Die Ahnung 
scheint dem Gebiet der reinen Wissenschaft fremd zu sein und am 
allermeisten dem mathematischen. Allein ohne sie ist es unmég- 
lich, irgend eine neue Wahrheit aufzufinden; durch blinde Kombi- 
nation der gewonnenen Resultate gelangt man nicht dazu; sondern, 
was man zu kombiniren hat und auf welche Weise, muss durch 
die leitende Idee bestimamt sein, und diese Idee wiederum kann, 


*) Dieser Fall tritt bei der hier zu behandelnden Wissenschaft in 
Bezug auf die Geometrie ein, weshalb ich den Weg der Analogie meist 
vorgezogen habe. 
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ehe sie sich durch die Wissenschaft selbst verwirklicht hat, nur in 
der. Form der Ahnung erscheinen... Es ist daher diese Ahnung auf 
dem wissenschaftlichen Gebiet etwas unentbehrliches. Sie ist niim- 
lich, wenn sie von rechter Art ist, das in eins zusammenschauen 
der ganzen Entwickelungsreihe, die zu der neuen Wahrheit fiihrt, 
aber mit noch nicht aus einander gelegten Momenten der Ent- 
wickelung und daher auch im Anfang nur erst als dunkles Vor- 
gefiihl; die Auseinanderlegung jener Momente enthilt zugleich 
die Auffindung der Wahrheit und die Kritik jenes Vorgefihls. 

16. Daher ist die wissenschaftliche Darstellung ihrem 
Wesen nach ein Ineinandergreifen zweier Entwickelungsreihen, 
von denen die eine mit Konsequenz von einer Wahrheit zur 
andern fiihrt, und den eigentlichen Inhalt bildet, die andere 
aber das Verfahren selbst beherrscht und die Form bestimmt. 
In der Mathematik treten diese beiden Entwickelungsreihen 
am. schiirfsten aus einander. 

Es ist in der Mathematik schon lange, und Euklid selbst hat 
darin das Vorbild gegeben, Sitte gewesen, nur die eine Entwicke- 
lungsreihe , welche den eigentlichen Inhalt bildet, hervortreten zu 
lassen, in Bezug auf die andere aber es dem Leser zu iiberlassen, 
sie zwischen den Zeilen herauszulesen. Allein wie vollendet auch 
die Anordnung und Darstellung jener Entwickelungsreihe sein mag : 
so ist es doch unméglich, dadurch demjenigen, der die Wissenschaft 
erst kennen lernen soll, schon auf jedem Punkte der Entwickelung 
die Uebersicht gegenwiartig zu erhalten, und ihn in Stand zu setzen, 
selbstthatig und frei weiter fortzuschreiten. Dazu ist vielmehr 
nothig, dass der Leser méglichst in denjenigen Zustand versetzt 
wird, in welchem der Entdecker der Wahrheit im giinstigsten Falle 
sich befinden miisste. In demjenigen aber, der die Wahrheit auf- 
findet, findet ein stetes sich besinnen iiber den Gang der Entwicke- 
lung statt; es bildet sich in ihm eine eigenthtimliche Gedankenreihe 
tiber den Weg, den er einzuschlagen hat, und iiber die Idee, 
welche dem Ganzen zu Grunde liegt; und diese Gedankenreihe 
bildet den eigentlichen Kern und Geist seiner Thitigkeit, wahrend 
die konsequente Auseinanderlegung der Wahrheiten nur die Ver- 
kérperung jener Idee ist. Dem Leser nun zumuthen wollen, dass 


er, ohne zu solchen Gedankenreihen angeleitet zu sein, dennoch auf 
é C 
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dem Wege der Entdeckung selbststindig fortschreiten sollte, heisst 
ihn tiber den Entdecker der Wahrheit selbst stellen, und somit 
das Verhiltniss zwischen ihm und dem Verfasser umkehren, wobei 
dann die ganze Abfassung des Werkes als tiberfliissig erscheint. 
Daher haben denn auch neuere Mathematiker und namentlich die 
Franzosen angefangen, beide Entwickelungsreihen zu verweben. 
Das Anziehende, was dadurch ihre Werke bekommen haben, be- 
steht eben darin, dass der Leser sich frei fiihlt und nicht einge- 
zwingt ist in Formen, denen er, weil er sie nicht beherrscht, 
knechtisch folgen muss. Dass nun in der Mathematik diese Ent- 
wickelungsreihen am schiirfsten aus einander treten, liegt in der 
Kigenthiimlichkeit ihrer Methode (Nr. 13); da sie namlich vom 
Besondern aus durch Verkettung fortschreitet, so ist die Kinheit 
der Idee das letzte. Daher triigt die zweite Entwickelungsreihe 
einen ganz entgegengesetzten Charakter an sich wie die erste, und 
die Durchdringung beider erscheint schwieriger, wie in irgend 
einer andern Wissenschaft. Um dieser Schwierigkeit willen darf 
man aber doch nicht, wie es von den deutschen Mathematikern 
hiufig geschieht, das ganze Verfahren aufgeben und verwerfen. 

In dem vorliegenden Werke habe ich daher den angedeuteten 
Weg eingeschlagen, und es schien mir dies bei einer neuen Wissen- 
schaft um so nothwendiger, als eben zugleich die Idee derselben 
zuerst ans Licht treten soll. 


Uebersicht der allgemeinen Formenlehre. 


§ 1. Unter der allgemeinen Formenlehre verstehen wir diejenige 
Reihe von Wahrheiten, welche sich auf alle Zweige der Mathematik 
auf gleiche Weise beziehen, und daher nur die allgemeinen Begritte 
der Gleichheit und Verschiedenheit, der Verkniipfung und Sonderung 
voraussetzen. Es miisste daher die allgemeine Formenlehre allen 
speciellen Zweigen der Mathematik vorangehen *); da aber jener all- 
gemeine Zweig noch nicht als solcher vorhanden ist, und wir ihn doch 
nicht, ohne uns in unntitze Weitliufigkeiten 2u verwickeln, tibergehen 
diirfen , so bleibt uns nichts tibrig, als denselben hier so weit zu ent- 
wickeln, wie wir seiner fiir unsere Wissenschaft bediirfen. Es ist 
hier zuerst der Begriff der Gleichheit und Verschiedenheit festzustellen. 
Da das Gleiche nothwendig, auch schon damit nur die Zweiheit heraus- 
tritt, als Verschiedenes, und das Verschiedene auch als Gleiches er- 
scheinen muss, nur in verschiedener Hinsicht **), so scheint es bei 
oberflichlicher Betrachtung nothig, verschiedene Beziehungen der 
Gleichheit und Verschiedenheit aufzustellen ; so wiirde z. B. bei Ver- 
gleichung zweier begriinzter Linien die Gleichheit der Richtung oder 
der Linge, oder der Richtung und Linge, oder der Richtung und Lage 
u. Ss. w. ausgesagt werden kénnen, und bei andern zu vergleichenden 
Dingen wiirden wieder andere Beziehungen der Gleichheit hervor- 
treten. Aber schon dass diese Bezichungen andere werden je nach 
der Beschaffenheit der zu vergleichenden Dinge, liefert den Beweis 
dafiir, dass diese Beziehungen nicht dem Begriff der Gleichheit selbst 


+S, Hinl, Nr. 13. 
**) Ebendas, Nr. 5. 
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angehéren, sondern den Gegenstinden, auf welche derselbe Begriff 
der Gleichheit angewandt wird. In der That von zwei gleich langen 
Strecken z. B. kénnen wir nicht sagen, dass sie an sich gleich sind, 
sondern nur, dass ihre Lange gleich sei, und diese Lange steht dann 
eben auch in der vollkommenen Beziehung der Gleichheit. Somit 
haben wir dem Begriff der Gleichheit seine Hinfachheit gerettet, und 
kénnen denselben dahin bestimmen, dass gleich dasjenige sei, von 
dem man stets dasselbe aussagen kann oder allgemeiner, was in jedem 
Urtheile sich gegenseitig substituirt werden kann*). Wie hierin zu- 
gleich ausgesagt liegt, dass wenn zwei Formen einer dritten gleich 
sind, sie auch selbst einander gleich sind, und dass das aus dem 
Gleichen auf dieselbe Weise erzeugte wieder gleich sei, liegt am Tage. 

§ 2. Der zweite Gegensatz, den wir hier in Betracht zu ziehen 
haben, ist der der Verkniipfung und Sonderung. Wenn zwei Griéssen 
oder Formen (welchen Namen wir als den allgemeineren vorziehen, 
s. Einl. 3) unter sich verkniipft sind, so heissen sie Glieder der 
Verkniipfung, die Form, welche durch die Verkniipfung beider dar- 
gestellt wird, das Ergebniss der Verkniipfung. Sollen beide 
Glieder unterschieden werden, so nennen wir das eine das Vorder- 
glied, das andere das Hinterglied. Als das allgemeine Zeichen 
der Verkniipfung wahlen wir das Zeichen ~; sind nun a und b die 
Glieder derselben, und zwar a das Vorderglied, b das Hinterglied, 
so bezeichnen wir das Ergebniss der Verkniipfung mit (a~b); indem die 
Klammer hier ausdriicken soll, dass die Verkniipfung nicht mehr in 
der Trennung ihrer Glieder soll angeschaut werden, sondern als eine 
Einheit des Begriffs**). Das Ergebniss der Verkntipfung kann wieder 
mit andern Formen verkniipft werden, und so gelangt man zu einer 


*) Es soll dies keine philosophische Begriffsbestimmung sein, sondern nur 
eine Verstindigung tiber das Wort, damit nicht etwa verschiedenes darunter 
verstanden werde. Die philosophische Begriftsbestimmung wiirde vielmehr 
den Gegensatz des Gleichen und Verschiedenen in seinem Fliessen und in 
seiner starren Abgranzung zu ergreifen haben, wozu noch ein nicht unbe- 
traichtlicher Apparat von Begriffsbestimmungen erforderlich sein wiirde, der 
hier nicht hergehort. 

**) Auf welche Weise nun diese Hinheit bewirkt wird, und was dabei jedes- 
mal an der Vorstellung des einzelnen Verkniipften aufgegeben wird, hiingt 
von der Natur der jedesmaligen Verkniipfung ab. 


§ 3 Gleichheit — Verkniipfung. 3 


Verkniipfung mehrerer Glieder , welche aber zundchst immer nur als 
eine Verkniipfung je zweier erscheint. Der Bequemlichkeit wegen 
bedienen wir uns der tiblichen abgektirzten Klammerbezeichnung, 
indem wir namlich die zusammengehirigen Zeichen einer Klammer 
weglassen, wenn deren Oeffnungszeichen [(] entweder am Anfang des 
ganzen Ausdrucks steht, oder nach einem andern Oeffnungszeichen 
folgen wiirde; z. B. statt ((a~b)-~c) schreiben wir a~b-c. 


§ 3. Die besondere Art der Verkniipfung wird nun dadurch 
bestimmt, was bei derselben als Ergebniss festgehalten, d. h. unter 
welchen Umstinden und in welcher Ausdehnung das Ergebniss als 
sich gleich bleibend gesetzt wird. Die einzigen Verinderungen, 
welche man, ohne die einzelnen verkniipften Formen selbst zu an- 
dern, vornehmen kann, ist Aenderung der Klammern und Umord- 
nung der Glieder. Nehmen wir zuerst die Verkntipfung so an, 
dass bei drei Gliedern das Setzen der Klammern keinen realen 
Unterschied, d. h. keinen Unterschied des Ergebnisses begriindet, 
also dass a-(b-~c)==a-b-e ist, so folgt zundchst, dass man auch 
in jeder mehrgliedrigen Verkniipfung dieser Art ohne ihr Ergeb- 
niss zu dndern, die Klammern weglassen kann. Denn jede Klam- 
mer schliesst vermége der dariiber festgesetzten Bestimmung zu- 
nachst eimen zweigliedrigen Ausdruck ein, und dieser Ausdruck 
muss wieder als Glied verbunden sein mit einer andern Form, kurz 
es tritt eine Verbindung von drei Formen hervor, fiir welche wir 
voraussetzten, dass man die Klammer weglassen kénne, ohne das 
Ergebniss ihrer Verkniipfung zu andern; also wird auch, da man 
statt jeder Form die ihr gleiche setzen darf, das Gesammtergeb- 
niss durch das Weglassen jener Klammer nicht geindert. Also 


, Wenn eine Verkniipfung von der Art ist, dass bei drei Glie- 
dern die Klammern weggelassen werden diirfen, so gilt dies 
auch bei beliebig vielen ;“ 


oder, da man in zwei Ausdriicken, welche sich nur durch das 
Setzen der Klammern unterscheiden, stets nach dem so eben er- 
wiesenen Satze die Klammern weglassen darf, so sind beide Aus- 
driicke, da sie demselben (klammerlosen) Ausdrucke gleich sind, 
auch unter sich gleich, und man hat den vorigen Satz in etwas all- 


gemeinerer Form: 
1 * 
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Wenn eine Verkniipfung von der Art ist, das fiir drei Glie- 
der die Art, wie die Klammern gesetzt werden, keinen realen 
Unterschied begriindet, so gilt dasselbe auch fiir beliebig 
viele Glieder.“ 

§ 4. Wire auf der andern Seite fiir eme Verkniipfung nur 
die Vertauschbarkeit der beiden Glieder festgesetzt, so wiirde dar- 
aus keine andere Folgerung gezogen werden kénnen. Kommt aber 
diese Bestimmung noch zu der im vorigen § gemachten hinzu, so 
folgt, dass auch bei mehrgliedrigen Ausdriicken die Ordnung der 
Glieder fiir das Gesammtergebniss gleichgiiltig ist, indem man 
nimlich leicht zeigen kann, dass sich je zwei aufeinander folgende 
Glieder vertauschen lassen. In der That kann man nach dem zu- 
letzt erwiesenen Satze (§ 3) zwei solche Glieder, deren Vertausch- 
barkeit man nachweisen will, in Klammern einschliessen ohne 
Aenderung des Gesammtergebnisses, ferner diese Glieder unter 
sich vertauschen, ohne das Ergebniss der aus ihnen gebildeten 
Verkniipfung zu Andern (wie wir so eben voraussetzten), also auch 
ohne das Ergebniss der ganzen Verkniipfung zu andern (da man 
statt jeder Form die ihr gleiche setzen kann), und endlich kénnen 
nun die Klammern wieder so gesetzt werden, wie sie zu Anfang 
waren. Somit ist die Vertauschbarkeit zweier einander folgender 
Glieder erwiesen. Da man nun aber durch Fortsetzung dieses 
Verfahrens jedes Glied auf jede beliebige Stelle bringen kann, so 
ist die Ordnung der Glieder iiberhaupt gleichgiiltig. Also dies Re- 
sultat zusammengefasst mit dem des vorigen Paragraphen : 

, Wenn eine Verkniipfung von der Art ist, dass man, ohne 

Aenderung des Ergebnisses, bei drei Gliedern die Klammern 

beliebig setzen, bei zweien die Ordnung verandern darf: so 

ist auch bei beliebig vielen Gliedern das Setzen der Klammern 

und die Ordnung der Glieder gleichgiiltig fiir das Ergebniss.“ 
Wir werden der Kiirze wegen eine solche Verkniipfung, fiir welche 
die angegebenen Bestimmungen gelten, eine einfache nennen. 
Eine noch weiter gehende Bestimmung ist nun fiir die Art der 
Verkniipfung, wenn man nicht auf die Natur der verkniipften For- 
men zurtickgeht, nicht mehr méglich, und wir schreiten daher zur 


Auflésung der gewonnenen Verkniipfung, oder zum analytischen 
Verfahren. re 


§ 5 Einfache Verkniipfung — Analyse. 5 


§ 5. Das analytische Verfahren besteht darin, dass man zu 
dem Ergebniss der Verkniipfung und dem einen Gliede derselben 
das andere sucht. Es gehéren daher zu einer Verkniipfung zwei 
analytische Verfahrungsarten, je nachdem namlich deren Vorder- 
glied oder Hinterglied gesucht wird; und beide Verfahrungsarten 
liefern nur dann ein gleiches Ergebniss, wenn die beiden Glieder 
der urspriinglichen Verkniipfung vertauschbar sind. Da auch dies 
analytische Verfahren als Verkniipfung kann aufgefasst werden, so 
unterscheiden wir die urspriingliche oder synthetische Verkniipfung 
und die auflésende oder analytische Verkniipfung. Im Folgenden 
werden wir nun zunichst die synthetische Verkniipfung in dem 
Sinne des vorigen Paragraphen als eine einfache voraussetzen und 
als Zeichen derselben das Zeichen ~ beibehalten, fiir die entsprechende 
analytische Verkniipfung, hingegen da hier die beiden Arten der- 
selben zusammenfallen, das umgekehrte Zeichen ~ wihlen, und 
zwar so, dass wir das Ergebniss der synthetischen Verkniipfung, 
was bei der analytischen gegeben ist, hier zum Vordergliede machen. 
Sonach bezeichnet hier a~b diejenige Form, welche mit b synthetisch 
_ verkniipft a giebt, so dass also allemal a~b~b= a ist. Hierin liegt 
sogleich eingeschlossen, dass a~b~c diejenige Form bedeutet, welche 
mit ¢ und dann mit b synthetisch verkniipft a giebt, d. h. also auch 
nach §. 4 diejenige Form, welche mit denselben Werthen in um- 
gekehrter Folge, oder auch mit b~c synthetisch verkniipft a giebt, 
d. h. 


avb-c=avevrb 
==a~(bee); 


und da dieselbe Schlussfolge fiir beliebig viele Glieder gilt, so folgt, 
dass auch die Ordnung der Glieder, welche analytische Vorzeichen 
haben, gleichgiiltig ist, und man diese Glieder in eine Klammer 
schliessen darf, wenn man nur die in die Klammer riickenden 
Vorzeichen umkehrt. Hieraus nun folgt weiter, dass 


av-(b-c) =av~bac 


sei. In der That hat man aus der Definition der analytischen Ver- 
kniipfung 


av (bye) =ar(bve)venc; 
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dieser Ausdruck ist wieder vermége des so eben erwiesenen Ge- 
setzes 

=avr(bverc)ac, 
und dies letztere ist endlich vermége der Definition der analytischen 
Verkniipfung 

=avb-c, 

also auch der erste Ausdruck dem letzten gleich. Driicken wir dies 
Resultat in Worten aus, und fassen wir es mit dem vorher gewonnenen 
Resultate zusammen, so erhalten wir den Satz: 

» Wenn die synthetische Verkniipfung eine einfache ist, so ist 

es fiir das Ergebniss gleichgiiltig, in welcher Ordnung man 

synthetisch oder analytisch verkniipft; auch darf man nach 
einem synthetischen Zeichen eine Klammer setzen oder weg- 
lassen, wenn dieselbe nur synthetische Glieder enthilt, nach 
einem analytischen aber unter allen Umstiinden die Klammer 
setzen oder weglassen, sobald man nur in diesem Falle die 

Vorzeichen innerhalb der Klammer umkehrt, d. h. das analy- 

tische Zeichen in ein synthetisches verwandelt und umgekehrt.“ 

Dies ist das allgemeinste Resultat, zu dem wir bei den an- 
genommenen Voraussetzungen gelangen kinnen. Hingegen geht 
aus denselben nicht hervor, dass man eine Klammer, welche ein 
analytisches Zeichen einschliesst , und ein synthetisches vor sich hat, 
weglassen kénne. Vielmehr muss dazu erst eine neue Voraus- 
setzung gemacht werden. 

§ 6. Die neue Voraussetzung, die wir hinzufiigen , ist die, 
dass das Ergebniss der analytischen Verkniipfung eindeutig sei, oder 
mit andern Worten, dass, wenn das eine Glied der synthetischen 
Verkniipfung unverindert bleibt, das andere aber sich andert, dann 
auch jedesmal das Ergebniss sich andere. Hieraus ergiebt sich zu- 
nichst, dass 

anbvb==a 


ist; denn a~b~b bedeutet die Form, die mit b synthetisch verkniipft 
a-b giebt. Nun ist a eine solche Form und vermige der Hindeutig- 
keit des Resultats die einzige, also die Geltung der obigen Gleichung 
erwiesen. Hieraus wiederum geht hervor, dass 


an(b-c)==a-bve 


§ 6 Eindeutigkeit der Analyse — Gesetze. 7 


ist. Um namlich den zweiten Ausdruck auf den ersten zu bringen, 


kann man in ihm statt b setzen ((b ~e)-c und erhilt 
anbve=an((b-c)- c) 4) 

dies ist nach §. 4 

=a-(b-c)-cve, 
und dies wieder nach dem so eben erwiesenen Satze 

aes (b ii ¢) ’ 

also ist auch der erste Ausdruck dem letzten gleich; da man nun 
diese Schliisse wiederholen kann, wenn mehrere Glieder in der 
Klammer vorkommen, so hat man den Satz: 

» Wenn die synthetische Verkniipfung eine einfache, und die 

entsprechende analytische eine eindeutige ist, so kann man 

nach einem synthetischen Zeichen die Klammer beliebig setzen 
oder weglassen. Wir nennen dann (wenn jene Hindeutigkeit 
auf allgemeine Weise stattfindet) die synthetische Verkntipfung 

Addition, und die entsprechende analytische Subtraktion. 

Was die Ordnung der Glieder betrifft, so folgt, dass a~b-c= 
avesb ist; denn a~brve==bxvavc=—b-~(avc)=avrenb; so 
dass wir also auch die Vertauschbarkeit zweier Glieder, deren eins 
ein synthetisches, das andere ein analytisches Vorzeichen hat, nach- 
gewiesen haben, sobald die Hindeutigkeit des analytischen Ergeb- 
nisses vorausgesetzt ist. Und nur unter dieser Voraussetzung 
gelten die Siitze dieses Paragraphen, wihrend die des vorigen auch 
dann noch gelten, wenn das Ergebniss der analytischen Verkniipfung 
vieldeutig ist *) **). 

*) Beispiele einer solchen Vieldeutigkeit liefert nicht bloss, wie sich 
spiter zeigen wird, die Ausdehnungslehre in reichlicher Menge, sondern 
auch die Arithmetik bietet sie dar, und es ist daher die festgesetzte Unter- 
scheidung auch fiir sie wichtig. Namlichals einfache Verkniipfungen zeigen 
sich Addition und Multiplikation; und wihrend die Subtraktion immer ein- 
deutig ist, so ist es die Division nur, so lange die Null nicht als Divisor 
erscheint; deshalb gelten fiir die Division nur die Sitze des vorigen § all- 
gemein, wihrend die Sitze dieses § nur mit der Beschrinkung gelten, dass 
die Null nicht als Divisor erscheint. Aus der Nichtbeachtung dieses 
Umstandes miissen die urgsten Widerspriiche und Verwirrungen hervor- 
gehen, wie es auch zum Theil geschehen ist. 

**) Ein spiterhin angestellter Versuch, die Gesetze fiir die Verkntipfung 
mehrdeutiger Gréssen aufzustellen, hat mich zu der Ueberzeugung gefiihrt, 
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§ 7. Durch das analytische Verfahren gelangt man zur in- 
differenten und zur analytischen Form. Die erstere erhalt man 
durch die analytische Verkniipfung zweier gleicher Formen, also 
ava stellt die indifferente Form dar, und zwar ist dieselbe unab- 
hingig von dem Werthe a. In der That ist av-a==b~b; denn 
bvb stellt die Form dar, welche mit b synthetisch verkniipft b 
giebt, eine solche Form ist ava, da b~(ava)—=b->ava=b ist. 
In dem Umfange nun, in welchem zugleich das Ergebniss der ana- 
lytischen Verkniipfung eindeutig ist, muss daher auch a~a gleich 
b-b gesetzt werden. Da somit die indifferente Form unter der 
gemachten Voraussetzung immer nur Einen Werth darstellt, so er- 
giebt sich daraus die Nothwendigkeit, sie durch ein eigenes Zeichen 
zu fixiren. Wir wiahlen dazu fir den Augenblick das Zeichen ~ , 
und bezeichnen die Form (# ~a) mit (va), und nennen (~a) die 
rein analytische Form, und zwar, wenn die synthetische Verkntipfung 
die Addition war, die negative Form. Dass (a~ @) und (ar ~) 
gleich a, dass ferner ~(~a) gleich ~a, und -(va) gleich ~a ist, 
ergiebt sich direkt, indem man nur die so eben dargestellten voll- 
stindigen Ausdriicke diesen Formen zu substituiren hat, um_ so- 
gleich die Richtigkeit dieser Gleichungen zu iibersehen*). Die 
analytische Form zur Addition nannten wir ins Besondere die nega- 


dass man tiberall die mehrdeutigen Gréssen zuerst in eindeutige verwandeln 
muss, ehe man iiberhaupt auf sie irgend ein Verkniipfungsgesetz anwenden 
kann. Ich habe dieser Ueberzeugung in meiner Ausdehnungslehre yon 
1862 in der Anmerkung zu No. 348 und zu No. 477 Ausdruck verliehen, und 
zugleich an ersterer Stelle gezeigt, wie man die mehrdeutigen Gréssen in 
eindeutige verwandeln kann. Auch meiner Arithmetik (Stettin 1860. 
Druck und Verlag von R. Grassmann) liegt diese Ueberzeugung zu Grunde. 
(1877.) 

*) Es ist ein vergebliches Unternehmen, wenn manz. B. bei der Addition 
und Subtraktion in der Arithmetik, nachdem man die hierher gehdrenden 
Gesetze fiir positive Zahlen nachgewiesen hat, sie hinterher noch besonders 
fiir negative Zahlen beweisen will. Indem man nimlich die negative Zahl 
als solche definirt, die zu a addirt Null giebt, so meint man hier mit dem 
Addiren (indem der Begriff desselben zunichst nur fiir positive Zahlen auf- 
gestellt ist) entweder dieselbe Verkniipfungsweise, fiir welche die Grund- 
gesetze, die den allgemeinen Begriff der Addition bestimmen, gelten, oder 
eine andere. Im ersteren Falle ist der Nachweis unnéthig, da die weiteren 
Gesetze dann fiir die negativen Zahlen schon mit bewiesen sind; im letzteren 
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tive Form, und die indifferente in Bezug auf die Addition und 
Subtraktion nennen wir Null. | 

-§ 8. Wir haben bisher den Begriff der Addition rein formell 
gefasst, indem wir ihn durch das Gelten gewisser Verkniipfungs- 
gesetze bestimmten. Dieser formelle Begriff bleibt auch immer der 
einzige allgemeine. Doch ist dies nicht die Art, wie wir in den 
einzelnen Zweigen der Mathematik zu diesem Begriffe gelangen. 
Vielmehr ergiebt sich in ihnen aus der Erzeugung der Gréssen 
selbst eine eigenthiimliche Verkniipfungsweise, welche sich denn 
dadurch, dass jene formellen Gesetze auf sie anwendbar sind, als 
Addition in dem eben angegebenen allgemeinen Sinne darstellt. Be- 
trachten wir namlich zwei Gréssen (Formen), welche durch Fort- 
setzung derselben Erzeugungsweise hervorgehen, und welche wir 
,in gleichem Sinne erzeugt“' nennen, so ist klar, wie man beide 
so an einander reihen kann, dass beide Ein Ganzes ausmachen, in- 
dem ihr beiderseitiger Inhalt, d. h. die Theile, welche beide ent- 
halten, in eins zusammengedacht werden, und dies Ganze dann 
mit jenen beiden Grdssen gleichfalls in gleichem Sinne erzeugt 
gedacht wird. Nun ist leicht zu zeigen, dass diese Verkniipfung 
eine Addition ist, d. h. dass sie eine einfache, und ihre Analyse 
eine eindeutige ist. Zuerst kann ich beliebig zusammenfassen und 
beliebig vertauschen, weil die Theile, welche zusammengedacht 
werden, dabei dieselben bleiben, und ihre Folge nichts andern 
kann, da sie alle gleich sind (als durch gleiche Erzeugungen ent- 
standen); aber es ist auch ihre Analyse eindeutig; denn wire dies 
nicht der Fall, so miisste bei der synthetischen Verkniipfung, wih- 
rend das eine Glied und das Ergebniss dasselbe bliebe, das andere 
Glied verschiedene Werthe annehmen kénnen; von diesen Werthen 
miisste dann der eine grésser sein als der andere; also miissten 
dann zu dem letzteren noch Theile hinzukommen; aber dann wiirden 
auch zu dem Ergebnisse dieselben Theile hinzukommen, das Er- 
gebniss also ein anderes werden, wider die Voraussetzung. Also 
da auch die entsprechende analytische Verkniipfung eindeutig ist, 


Falle ist er unméglich, wenn der Begriff der Addition solcher Zahlen nicht 
etwa noch anderweitig bestimmt werden sollte. Eben so verhilt es sich mit 
den Briichen im Gegensatze gegen die ganzen Zahlen. 
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so ist die synthetische Verkniipfung als Addition aufzufassen, die 
entsprechende analytische als Subtraktion, und es gelten demnach 
fiir diese Verkniipfungen alle in §§ 3—7 aufgestellten Gesetze. 
Es ergab sich dort, dass die Gesetze dieser Verkniipfungen auch 
dann unveriindert bestehen bleiben, wenn die Glieder negativ 
werden. Vergleichen wir die negativen Gréssen mit den positiven, 
so kénnen wir sagen, sie seien im entgegengesetzten Sinne er- 
zeugt; und sowohl die in gleichem als die in entgegengesetztem 
Sinne erzeugten Gréssen kénnen wir unter dem Namen gleich- 
artiger Groéssen zusammenfassen, und also ist auf diese Weise der 
reale Begriff der Addition und Subtraktion fiir gleichartige Gréssen 
iiberhaupt bestimmt. 

§ 9. Wir haben bisher nur Eine synthetische Verkniipfungs- 
art fiir sich und in ihrem Verhiltnisse zur entsprechenden analy- 
tischen betrachtet. Es kommt jetzt darauf an, die Beziehung zweier 
verschiedener synthetischer Verkniipfungsarten darzulegen. Zu dem 
Ende muss die eine durch die andere ihrem Begriffe nach bestimmt 
sein. Diese Begrifisbestimmung hingt von der Art ab, wie ein Aus- 
druck , welcher beide Verkniipfungsweisen enthilt, ohne Aenderung 
des Gesammtergebnisses umgestaltet werden kann. Die einfachste 
Art, wie in einem Ausdrucke beide Verkniipfungen vorkommen 
kénnen, ist die, dass das Ergebniss der einen Verkntipfung der 
zweiten unterworfen wird, also wenn ~ und & die Zeichen der beiden 
Verkniipfungen sind, so hingt das Verhiltniss beider von den Um- 
gestaltungen ab, welche mit dem Ausdruck (a~b)<c vorgenommen 
werden diirfen. Wenn sich die zweite Verkniipfung auf beide 
Glieder der ersten gleichmissig beziehen soll, so bietet sich als 
die einfachste Umgestaltung die dar, dass man jedes Glied der 
ersten Verkntipfung der zweiten unterwerfen, und dann diese ein- 
zelnen Ergebnisse als Glieder der ersten Verkniipfungsweise setzen 
kénne. Wenn diese Umgestaltung ohne Aenderung des Gesammt- 
ergebnisses vorgenommen werden kann, d. h. also (axb)Rc= 
(akc) (be) ist, so nennen wir die zweite Verkniipfung die jener 
ersten entsprechende Verkniipfung nichst héherer Stufe. Sind ins- 
besondere bei dieser zweiten Verkntipfung beide Glieder auf gleiche 
Weise abhingig von der ersten, so dass also jene Bestimmung 
sowohl fiir das Hinterglied der neuen Verbindung gilt, wie fiir 


§ 10 Verkn. hoherer Stufen — Multiplikation. Ti 


deren Vorderglied, und ist ferner die erstere Verkntipfung eine 
einfache, und ihre entsprechende analytische eine eindeutige, so 
nennen wir die letztere Multiplikation, wihrend wir fiir die erstere 
schon oben den Namen der Addition festgesetzt hatten. Es ist 
dies iiberhaupt die Art, wie von vorne herein, d. h. wenn noch 
keine Verkniipfungsart gegeben ist, eine solche nebst der sich daran 
anschliessenden héheren bestimmt werden kann. Daher betrachten 
wir auch die Addition als die Verkniipfung erster Stufe, die Multi- 
plikation also als die Verkniipfung zweiter Stufe*). Wir wiihlen von 
nun an statt der allgemeinen Verkniipfungszeichen die bestimmten 
fiir diese Verkniipfungsarten iiblichen, und zwar wihlen wir fiir die 
Multiplikation das blosse Aneinanderschreiben. 
§ 10. Die Beziehung der Multiplikation zur Addition haben 

wir dahin bestimmt, dass 

(atb)c=ac+be 

e(a+b) = cach 
ist; und dadurch war uns der Begriff der Multiplikation festgestellt. 
Durch wiederholte Anwendung dieses Grundgesetzes gelangt man 
sogleich zu dem allgemeineren Satze, dass man, wenn beide Faktoren 
zerstiickt sind, jedes Stiick des einen mit jedem Stiick des andern 
multipliciren und die Produkte addiren kann. Hieraus ergiebt sich 
fiir die Beziehung der Multiplikation zur Subtraktion ein ent- 
sprechendes Gesetz, nimlich zuniichst, dass 

(a — b) c= ac — be 
ist. N&mlich setzt man, um den zweiten Ausdruck auf den ersten 
zurtickzufiihren , in demselben statt a das ihm Gleiche (a—b)--b, 
so hat man 

ac — be = ((a—b)-+-b) ce — be; 
der zweite Ausdruck ist nach dem so eben aufgestellten Gesetze 
= (a—b)c-+be —be, 
und dieser Ausdruck nach §. 6 
= (a— b) C, 


*) Als dritte Stufe wiirde sich nach demselben Prinzip das Potenziren 
darstellen, was wir hier aber der Kiirze wegen iibergehen. Dass tibrigens 
die Begriffsbestimmung fiir diese Verkniipfungen hier nur eine formelle sein, 
und erst in den einzelnen Wissenschaften durch Realdefinitionen verkérpert 
werden kann, liegt in der Natur der Sache. 
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also der erste Ausdruck dem letzten gleich. Auf gleiche Weise 
folgt, wenn der zweite Faktor eine Differenz ist, das entsprechende 
Gesetz. Durch wiederholte Anwendung dieser Gesetze gelangt man 
zu dem allgemeineren Satze: 

»Wenn die Faktoren eines Produktes durch. Addition und Sub- 
traktion gegliedert sind, so kann man ohne Aenderung des Ge- 
sammtergebnisses, jedes Glied des einen mit jedem Gliede des 
andern multipliciren, und die so erhaltenen Produkte durch 
vorgesetzte Additions- und Subtraktionszeichen verkniipfen , je 
nachdem die Vorzeichen ihrer Faktoren gleich oder ungleich 
waren. “ 

§ 11. Fiir die Division gilt ganz allgemein, mag nun ihr 
Resultat eindeutig oder vieldeutig*) sein, das Gesetz der Zer- 
stiickung des Dividend, nimlich 

a+b a—b 


Pp i¢ ¢ e” 


3 


wobei wir aber noch zu merken haben, dass, da fiir die Multipli- 
kation im Allgemeinen nicht Vertauschbarkeit der Faktoren an- 
genommen wurde, auch im Allgemeinen zwei Arten der Division 
unterschieden werden miissen, je nachdem nimlich das Vorder- 
glied oder das Hinterglied der multiplikativen Verkniipfung gesucht 
wird. Da indessen beide Faktoren eine gleiche Beziehung zur 
Addition und Subtraktion haben, so wird dies auch von beiden 
Arten der Division gelten; und wenn das obige Gesetz fiir eine 
Art erwiesen ist, so wird es aus denselben Griinden auch fiir die 
andere erwiesen sein. Wir wollen annehmen, es sei das Vorder- 
glied gesucht; also wenn z. B. 


a oo . 
— =x ist *#) so sel xe—a. 


ab 
Es bedeutet = hiernach diejenige Form, die als Vorderglied mit 


e multiplicirt a+b giebt. Ich kann zuerst jede Form in zwei 
Stiicke sondern, deren eins willktihrlich angenommen werden kann. 


*) Vergleiche die Anmerkung zu S. 7 und die Ausdehnungslehre von 
1862 No. 377 bis 391, (1877.) 


**) Wo der Punktim Divisor die Stelle des gesuchten Faktors bezeichnet. 


§ 12 Division — Beziehung zum Gleichartigen. LS 


Es sei daher die gesuchte mit are gleichgesetzte Form = 2 +x. 
5 sc 
Diese nun als Vorderglied mit c multiplicirt, giebt nach dem vorigen § 
a-+ xc; sie soll aber bei dieser Multiplikation a + b geben, folglich ist 
a+xc=a-tb,d.h. xc=b, og i 


-C 


also die gesuchte Form, da sie gleich ah gesetzt war, gleich 
sc 


b ‘ 
= ke Auf dieselbe Weise ergiebt sich das Gesetz fiir die Dif- 


ferenz. 

§ 12. Die in den vorigen Paragraphen dargestellten Gesetze 
driicken die allgemeine Beziehung der Multiplikation und Division 
zur Addition und Subtraktion aus. Hingegen die Gesetze der Mul- 
tiplikation an sich, wie sie die Arithmetik aufstellt , und welche die 
Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Faktoren aussagen, gehen 
nicht aus dieser allgemeinen Beziehung hervor, und sind daher 
auch. nicht durch den allgemeinen Begriff der Multiplikation be- 
stimmt. Vielmehr werden wir in unserer Wissenschaft Arten der 
Multiplikation kennen lernen, bei denen wenigstens die Vertausch- 
barkeit der Faktoren nicht stattfindet, bei denen aber dennoch 
alle bisher aufgestellten Satze ihre volle Anwendung haben. Auch 
den allgemeinen Begriff dieser Multiplikation haben wir somit for- 
mell bestimmt; diesem formellen Begriffe muss, wenn die Natur der 
zu verkniipfenden Gréssen gegeben ist, ein realer Begriff ent- 
sprechen, welcher die Erzeugungsweise des Produktes vermittelst 
der Faktoren aussagt. Die Beziehung zur realen Addition liefert 
uns eine allgemeine Bestimmung dieser Erzeugungsweise; wird 
namlich einer der Faktoren als Summe seiner Theile (nach §. 8) 
aufgefasst , so muss man nach dem allgemeinen Bezichungsgesetz, 
statt die Summe der Produkt-bildenden Erzeugungsweise zu unter- 
werfen, die Theile derselben unterwerfen kénnen, und die so ge- 
bildeten Produkte addiren, d. h. da diese Produkte wieder als in 
gleichem Sinne erzeugt sich darstellen, sie als Theile zu einem 
Ganzen verkniipfen kénnen; d. h. die multiplikative Erzeugungs- 
weise muss von der Art sein, dass die Theile der Faktoren auf 
gleiche Weise in sie eingehen, so nimlich, dass wenn ein Theil 
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des einen mit einem Theil des andern multiplikativ verkniipft irgend 
eine Grosse erzeugt , dann bei der multiplikativen Verkntipfung der 
Ganzen, auch jeder Theil des ersten mit jedem Theil des andern 
eine solche Grésse und zwar dieselbe Grésse erzeugt, wenn diese 
Theile den zuerst angenommenen gleich sind. Und es leuchtet 
sogleich ein, dass wenn die Erzeugungsweise die angegebene Be- 
schaffenheit hat, auch die ihr entsprechende Verkniipfungsweise 
zur Addition des Gleichartigen die multiplikative Beziehung hat, 
und fiir sie somit alle Gesetze dieser Beziehung gelten. Wir 
nennen daher eine solche Verkniipfungsweise auch schon dann, 
wenn nur erst ihre multiplikative Beziehung zur Addition des Gleich- 
artigen nachgewiesen, oder mit andern Worten, das gleiche Hin- 
gehen aller Theile der Verkniipfungsglieder in die Verkniipfung in 
dem oben angegebenen Sinne festgestellt ist, eine Multiplikation. 
Die bisher dargestellten allgemeinen Verkuiipfungsgesetze geniigen 
im Wesentlichen fiir die Darstellung unserer Wissenschaft und wir 
gehen daher zu dieser iiber. 


Erster Abschnitt. 


Die Ausdehnungsgrosse, 


Erstes Kapitel. 


Additionund Subtraktion der einfachen Ausdehnungen 
erster Stufe oder der Strecken. 


§ 13. Der rein wissenschaftliche Weg, die Ausdehnungslchre 
zu behandeln, wiirde der sein, dass wir nach der Art, wie es in 
der Einleitung versucht ist, von den Begriffen aus, welche dieser 
Wissenschaft zu Grunde liegen, alles einzelne entwickelten. Allein 
um den Leser nicht durch fortgesetzte Abstraktionen zu ermiiden, 
und um ihn zugleich dadurch, dass wir an Bekanntes ankniipfen, 
in den Stand zu setzen, sich mit grésserer Freiheit und Selbstin- 
digkeit zu bewegen, kntipfe ich tiberall bei der Ableitung neuer 
Begriffe an die Geometrie an, deren Basis unsere Wissenschaft 
bildet. Indem ich aber bei der Ableitung der Wahrheiten, welche 
den Inhalt dieser Wissenschaft bilden, jedesmal den abstrakten 
Begriff zu Grunde lege, ohne mich dabei je auf irgend eine in der 
Geometrie bewiesene Wahrheit zu stiitzen, so erhalte ich dennoch 
die Wissenschaft ihrem Inhalte nach ginzlich rein und unabhingig 
von der Geometrie*). Um die Ausdehnungsgrisse zu gewinnen, 


*) In der Einleitung (Nr. 16) habe ich gezeigt, wie bei der Darstellung 
einer jeden Wissenschaft und insbesondere der mathematischen, zwei Ent- 
wickelungsreihen in einander greifen, von denen die eine den Stoff liefert, 
d. h. die ganze Reihe der Wahrheiten, welche den eigentlichen Inhalt der 
Wissenschaft bildet, waihrend die andere dem Leser die Herrschaft iiber den 
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kniipfe ich daher an die Erzeugung der Linie an. Hier ist es ein 
erzeugender Punkt, welcher verschiedene Lagen in stetiger Folge 
annimmt; und die Gesammtheit der Punkte, in welche der erzeu- 
gende Punkt bei dieser Verinderung iibergeht, bildet die Linie. 
Die Punkte einer Linie erscheinen somit wesentlich als verschie- 
dene, und werden auch als solche bezeichnet (mit verschiedenen 
Buchstaben); wie aber dem Verschiedenen immer zugleich das 
Gleiche (obwohl in einem untergeordneten Sinne) anhaftet, so er- 
scheinen auch hier die verschiedenen Punkte als verschiedene Lagen 
eines und desselben erzeugenden Punktes. Auf gleiche Weise nun 
gelangen wir in unserer Wissenschaft zu der Ausdehnung, wenn wir 
nur statt der dort eintretenden riiumlichen Beziehungen hier die ent- 
sprechenden begrifflichen setzen. Zuerst statt des Punktes, d. h. 
des besonderen Ortes, setzen wir hier das Element, worunter wir das 
Besondere schlechthin, aufgefasst als verschiedenes von anderem 
Besonderen verstehen; und zwar legen wir dem Elemente in der 
abstrakten Wissenschaft gar keinen andern Inhalt bei; es kann da- 
her hier gar nicht davon die Rede sein, was fiir ein Besonderes dies 
denn eigentlich sei — denn es ist eben das Besondere schlechthin, 
ohne allen realen Inhalt —, oder in welcher Beziehung das eine von 
dem andern verschieden sei — denn es ist eben schlechtweg als Ver- 
schiedenes bestimmt, ohne dass irgend ein realer Inhalt, in Bezug 
auf welchen es verschieden sei, gesetzt wire. Dieser Begriff des 
Elements ist unserer Wissenschaft gemeinschaftlich mit der Kombi- 
nationslehre, und daher auch die Bezeichnung der Elemente (durch 
verschiedene Buchstaben) beiden gemeinschaftlich*). Die verschie- 
denen Elemente kénnen nun zugleich als verschiedene Zustiinde 
desselben erzeugenden Elementes aufgefasst werden, und diese ab- 
strakte Verschiedenheit der Zustiinde ist es, welche der Ortsverschie- 
denheit entspricht. Den Uebergang des erzeugenden Elementes aus 


Stoff geben soll. Jene erste Entwickelungsreihe nun ist es, welche ich 
ginzlich unabhingig von der Geometrie erhalten habe, wahrend ich mir 
bei der letzten meinem Zwecke gemiss die grésste Freiheit gestattet habe. 

*) Die Differenz liegt nur in der Art, wie in beiden Wissenschaften 
aus dem Elemente die Formen gewonnen werden, in der Kombinations- 
lehre nimlich durch blosses Verkniipfen also diskret, hier aber durch 
stetiges Erzeugen. 
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einem Zustande in einen andern nennen wir eine Aenderung desselben ; 
und diese abstrakte Aenderung des erzeugenden Elementes entspricht 
also der Ortstinderung oder Bewegung des Punktes in der Geometrie._ 
Wie nun in der Geometrie durch die Fortbewegung eines Punktes 
zunichst eine Linie entsteht, und erst, indem man das gewonnene 
Gebilde aufs neue der Bewegung unterwirft, riumliche Gebilde 
héherer Stufen entstehen kénnen, so entsteht auch in unsrer Wissen- 
schaft durch stetige Aenderung des erzeugenden Elementes zu- 
nichst das Ausdehnungsgebilde erster Stufe. Die Resultate der 
bisherigen Entwickelung zusammenfassend, kinnen wir die Defini- 
tion aufstellen : 

»Unter einem Ausdehnungsgebilde erster Stufe verstehen wir 

die Gesammtheit der Elemente, in die ein erzeugendes Element 

bei stetiger Aenderung iibergeht.“ 

und insbesondere nennen wir das erzeugende Element in seinem 
ersten Zustande das Anfangselement, in seinem letzten das Endele- 
ment. Aus diesem Begriffe ergiebt sich sogleich, dass zu jedem 
Ausdehnungsbilde ein entgegengesetztes gehdrt, welches diesel- 
ben Elemente enthilt, aber in umgekehrter Entstehungsweise, so 
dass also namentlich das Anfangselement des einen das Endelement 
des andern wird. Oder, bestimmter ausgedriickt, wenn durch eine 
Aenderung aus a b wird, so ist die entgegengesetzte die, durch 
welche aus b a wird, und das einem Ausdehnungsgebilde ent- 
gegengesetzte ist dasjenige, welches durch die entgegengesetzten 
Aenderungen in umgekehrter Folge hervorgeht, worin zugleich liegt, 
dass das Entgegengesetztsein ein wechselseitiges ist. 

§ 14. Das Ausdehnungsgebilde wird nur dann als ein ein- 
faches erscheinen, wenn die Aenderungen, die das erzeugende 
Element erleidet, stets einander gleich gesetzt werden; so dass 
also, wenn durch eine Aenderung aus einem Element a ein an- 
deres b hervorgeht, welche beide jenem einfachen Ausdehnungs- 
gebilde angehéren, dann durch eine gleiche Aenderung aus b ein 
Element desselben Ausdehnungsgebildes ¢ erzeugt wird, und zwar 
wird diese Gleichheit auch dann noch stattfinden miissen, wenn a 
und b als stetig aneinandergrinzende Elemente aufgefasst werden, 
da diese Gleichheit durchweg bei der stetigen Erzeugung stattfinden 


soll. Wir kénnen eine solche Aenderung, durch die aus einem Ele- 
2 
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ment einer stetigen Form ein na&chst angrinzendes erzeugt wird, 
eine Grundinderung nennen, und werden dann sagen: ,,das ein- 
fache Ausdehnungsgebilde sei ein solches, das durch stetige 
Fortsetzung derselben Grundanderung hervorgeht.“ In demselben 
Sinne nun, in welchem die Aenderungen einander gleich gesetzt 
werden, werden wir auch die dadurch erzeugten Gebilde gleich 
setzen kénnen, und in diesem Sinne, dass nimlich das durch gleiche 
Aenderungen auf dieselbe Weise erzeugte selbst gleich gesetzt werde, 
nennen wir das einfache Ausdehnungsgebilde erster Stufe eine Aus- 
dehnungsgrésse oder Ausdehnung erster Stufe oder eime 
Strecke*). Es wird also das einfache Ausdehnungsgebilde zur 
Ausdehnungsgrésse, wenn wir von den Elementen, die das erste ent- 
halt, absehen, und nur die Art der Erzeugung festhalten; und 
wihrend zwei Ausdehnungsgebilde nur dann einander gleich gesetzt 
werden kénnen, wenn sie dieselben Elemente enthalten,, so zwei 
Ausdehnungsgréssen schon dann, wenn sie, auch ohne dieselben Ele- 
mente zu enthalten, auf gleiche Weise (d. h. durch dieselben Aende- 
rungen) erzeugt sind. Die Gesammtheit endlich aller Strecken, 
welche durch Fortsetzung derselben und der entgegengesetzten 
Grundinderung erzeugbar sind, nennen wir ein System**) (oder 
ein Gebiet) erster Stufe. Die demselben System erster Stufe 
angehérigen Strecken werden also alle durch Fortsetzung entweder 
derselben Grundinderung oder entgegengesetzter Grundinderungen 
erzeugt. 

Ehe wir zur Verkniipfung der Strecken tibergehen, wollen wir 
die im vorigen § aufgestellten Begriffe durch Anwendung auf die Geo- 
metrie veranschaulichen. Die Gleichheit der Aenderungsweise wird 
hier durch Gleichheit der Richtung vertreten; als System erster Stufe 
stellt sich daher hier die unendliche gerade Linie dar, als einfache 
Ausdehnung erster Stufe die begrinzte gerade Linie. Was dort gleich- 
artig genanut wurde, erscheint hier als parallel, und der Parallelis- 
mus bietet gleichfalls seine zwei Seiten dar, als Parallelismus in dem- 


*) Die abstrakte Bedeutung dieser urspriinglich konkreten Benennung 
bedarf wohl keiner Rechtfertigung, da die Namen des Abstrakten urspriing- 
lich alle konkrete Bedeutung haben. 

**) Ich ziehe jetzt den Ausdruck ,Gebiet“ dem Ausdruck , System“, 
welcher vielfach in anderem Sinne gebriuchlich ist, vor. (1877.) 
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selben und in entgegengesetztem Sinne*). Den Namen der Strecke 
kénnen wir in entsprechendem Sinne fiir die Geometrie festhalten, 
und also unter gleichen Strecken hier solche begrinzte Linien ver- 
stehen, welche gleiche Richtung und Linge haben. 

- § 15. Wenn die stetige Erzeugung der Strecke mitten in ihrem 
Gange unterbrochen gedacht wird, um dann hernach wieder fortge- 
setzt zu werden, so erscheint die ganze Strecke als Verkniipfung 
zweier Strecken, welche sich stetig aneinanderschliessen, und von 
denen die eine als Fortsetzung der andern erscheint. Die beiden 
Strecken, welche die Glieder dieser Verknitipfung bilden, sind in dem- 
selben Sinne erzeugt (§ 8), und das Ergebniss der Verkniipfung ist 
die Strecke vom Anfangselemente der ersten zum Endelemente der 
letzten, wenn beide stetig an einander gelegt, d. h. so dargestellt sind, 
dass das Endelement der ersten zugleich das Anfangselement fiir die 
zweite ist. Bezeichnen wir vorliufig die Strecke vom Anfangsele- 
ment @ (vergl. Fig. 2) zum Endelement £ mit [ef], und sind [af] 
und [fy] in demselben Sinne erzeugt, so ist also [ay] das Ergebniss 
der oben angezeigten Verkniipfung, wenn [@f] und [Gy] die Glieder 
sind **). Wir haben schon oben (§ 8) nachgewiesen, dass diese Ver- 
kniipfung, da sie die Vereinigung der in gleichem Sinne erzeugten 
Grossen darstellt, als Addition, ihre entsprechende analytische als 


*) Diese Unterscheidung ist fiir die Geometrie so wichtig, dass es 
nicht wenig zur Vereinfachung der geometrischen Sitze und Beweise bei- 
tyagen wtirde, wenn man diesen Unterschied durch einfache Benennungen 
fixirte, wozu ich etwa die Ausdriicke ,gleichliufig“ und ygegenlaiufig* vor- 
schlagen méchte. 

**) Diese Bezeichnung der Strecke ist nur eine vorliufige, die wahre 
Bezeichnung derselben durch ihre Grinzelemente kann erst verstanden wer- 
den, wenn wir die Verkntipfung der Elemente werden kennen gelernt haben 
(siehe den zweiten Abschnitt § 99). 

Die Bezeichnung [af] ist in der Ausdehnungslehre von 1862 fiir das 
Produkt der beiden Elemente a und f gewihlt, welches, wenn @ und ~ 
Punkte sind, den Linientheil zwischen « und £ darstellt, wovon sich die 
Strecke dadurch unterscheidet, dass in dieser nur Linge und Richtung, in 
jenem aber zugleich die Lage der unendlichen geraden Linie festgehalten 
wird, welcher der Linientheil angehért. Es ist also hier um so mehr daran 
festzuhalten, dass die Bezeichnung der Strecke durch [af] nur ein vorliu- 
figer Nothbehelf ist, die sachgemisse Bezeichnung f-« konnte nach dem 


Prinzip der Darstellung erst in § 99 gegeben werden. (1877.) 
Q* 
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Subtraktion aufgefasst werden miisse, und daher alle Gesetze dieser 
Verkniipfungsarten fiir sie gelten. Wir haben hier nur noch die eigen- 
thiimliche Bedeutung nachzuweisen, welche die negative Grosse auf 
unserm Gebiete gewinnt. Namlich um zuerst die Bedeutung der Sub- 
traktion uns anschaulicher zu machen, so kénnen wir daraus, dass 
[ae] + [£7] = [ey] ist, sobald [@@] und [fy] in gleichem Sinne er- 
zeugt sind, den Schluss ziehen, dass eben so allgemein [of] =[ey] 
— [Py] ist (vergl. Fig. 2), d. h. also, wenn wir uns der in der Sub- 
traktion tiblichen Benennungen bedienen, ,,der Rest ist, wenn man 
Minuend und Subtrahend mit ihren Endelementen aufeinander legt, 
die Strecke vom Anfangselement des Minuend zu dem des Subtrahend.“ 
Setzt man in der letzten Formel @ und # identisch, so erhilt man 
[cc] = [ey] — [ey] 
d. h. gleich Null. Ferner ist vermége des Begriffs des Negativen *) 
(—[aB|) = 0 — [ap] = [88] — [af] = [Be] 
d. h. die Strecke [fa], welche einer andern [cf] ihrem Begriff nach 
(§ 13) entgegengesetzt ist, erscheint auch in ihrer Beziehung zur 
Addition und Subtraktion als die entgegengesetzte Grosse zu jener. 
Da nun endlich a -+- (—b) —=a—b ist, so hat man, wenn ey und 
yf im entgegengesetzten Sinne erzeugt sind 
[ey] +> [v8] = [ev] +- (—[4r)) = ler] — [6y] = [28] 

d. h. auch wenn die beiden Strecken im entgegengesetzten Sinne 
erzeugt sind, ist ihre Summe die Strecke vom Anfangselement der 
ersten zum Endelement der zweiten an sie stetig angelegten. Und 
wir kénnen also, dies Resultat mit dem obigen zusammenfassend, 
sagen : 

, Wenn man zwei gleichartige Strecken stetig, d. h. so verkniipft, 

dass das Endelement der ersten Anfangselement der zweiten 

wird, so ist die Strecke vom Anfangselement der ersten zum 

Endelement der letzten die Summe beider ;“ 
und indem sie so als Summe bezeichnet ist, so soll darin aberoasielt 
liegen, dass alle Gesetze der Addition und Subtraktion fiir diese Ver- 
kniipfungsweise gelten. Noch will ich hieran eine Folgerung schliessen, 
die fiir die Weiterentwickelung fruchtreich ist, nimlich dass, wenn 
die Grinzelemente einer Strecke in demselben System sich beide um 


*) Vergleiche hier tiberall § 7. 
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eine gleiche Strecke indern, dann die zwischen den neuen Grinzele- 
menten liegende Strecke der ersteren gleich ist. In der That, es sei 
[af] die urspriingliche Strecke (vergl. Fig. 3) und [a@]=[86], so 
ist zu zeigen, dass, wenn alle genannten Elemente demselben System 
angehiéren, [¢f]—=[af] sei. Es ist aber [af] =[da] + [af] + 
[6], nach der Definition der Summe, und da [éa] = — [ea] = — 
[@@’] ist, so hebt sich [a] und [86] bei der Addition, und es ist 
wirklich [@6'] = [a]. 

§ 16. Nehme ich nun, um zu den Verkniipfungen verschieden- 
artiger Strecken zu gelangen, zunichst zwei verschiedenartige Grund- 
anderungen an, und lasse ein Element die erste Grundainderung (oder 
deren entgegengesetzte) beliebig fortsetzen und dann das so geinderte 
Element in der zweiten Aenderungsweise gleichfalls beliebig fort- 
schreiten, so werde ich dadurch aus einem Element eine unendliche 
Menge neuer Elemente erzeugen kénnen , und die Gesammtheit der 
so erzeugbaren Elemente nenne ich ein System zweiter Stufe. 
Nehmme ich dann ferner eine dritte Grundinderung an, welche von 
jenem Anfangselemente aus nicht wieder zu einem Elemente dieses 
Systems zweiter Stufe fiihrt, und welche ich deshalb als von jenen 
beiden ersten unabhaingig bezeichne, und lasse ein beliebiges Ele- 
ment jenes Systems zweiter Stufe, diese dritte Aenderung (oder deren 
entgegensetzte) beliebig fortsetzen, so wird die Gesammtheit der so 
erzeugbaren Elemente ein System dritter Stufe bilden; und da dieser 
Erzeugungsweise dem Begriffe nach keine Schranke gesetzt ist, so 
werde ich auf diese Weise zu Systemen beliebig hoher Stufen fort- 
schreiten kénnen. Hierbei ist es wichtig festzuhalten, dass alle auf 
diese Weise erzeugten Elemente, nicht als anderweitig schon ge- 
gebene*) aufgefasst werden diirfen, sondern als urspriinglich erzeugt, 
und dass sie daher alle, sofern sie urspriinglich durch verschiedene 
Aenderungen erzeugt sind, auch ihrem Begriffe nach als verschiedene 
erscheinen. Dagegen ist wiederum klar, dass, nachdem die Elemente 
einmal erzeugt sind, sie von da ab als gegebene erscheinen, und tiber 
ihre Verschiedenheit oder Identitaét nicht anders entschieden werden 
kann, als wenn man auf die urspriingliche Erzeugung zuriickgeht. 


*) Wie etwa in der Raumlebre alle Punkte schon durch den vorausge- 
setzten Raum urspriinglich gegeben sind. 
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Ehe ich nun zu unserer Aufgabe, nimlich zur Verkniipfung der 
verschiedenen Aenderungsweisen, tibergehe, will ich der Anschauung 
durch geometrische Betrachtungen zu Hiilfe kommen. Es ist naém- 
lich klar, dass das System zweiter Stufe der Ebene entspricht, und 
die Ebene dadurch erzeugt gedacht wird, dass alle Punkte einer ge- 
raden Linie nach einer neuen in ihr nicht enthaltenen Richtung (oder 
nach der entgegengesetzten) sich fortbewegen, wobei dann eben die 
Gesammtheit der so erzeugbaren Punkte die unendliche Ebene bildet. 
Es erscheint somit die Ebene als eine Gesammtheit von Parallelen, 
welche alle eine gegebene Gerade durchschneiden ; und es ist ersicht- 
lich, dass, da diese Parallelen sich nicht schneiden, und auch die ur- 
sprtingliche Gerade nicht noch ein zweitesmal treffen, alle auf jene 
Weise erzeugten Punkte von einander verschieden sind und somit die 
Analogie eine vollstindige ist. Ebenso gelangt man zu dem ganzen 
unendlichen Raume, als dem Systeme dritter Stufe, wenn man die 
Punkte der Ebene nach einer neuen, nicht in der Ebene liegenden 
Richtung (oder der entgegengesetzten) fortbewegt; und weiter kann 
die Geometrie nicht fortschreiten, wihrend die abstrakte Wissen- 
schaft keine Grinze kennt. 

§ 17. Lasse ich nun, um zu unserer Aufgabe zuriickzukehren, 
ein Element sich zuerst um eine Strecke a dndern, und dann das 
so geinderte Klement um die Strecke b, so ist das Gesammtresul- 
tat beider Aenderungen zugleich als Resultat Hiner Aenderung 
aufzufassen, welche die Verkniipfung jener beiden ersten ist, und 
welche, wenn beide Strecken gleichartig waren, als deren Summe 
erschien (§ 15). Hier kiénnen wir diese Verkniipfungsweise vor- 
laufig mit dem allgemeinen Verkntipfungszeichen ~ bezeichnen. 
Aus diesem Begriffe geht sogleich, da der Act des Zusammenfassens 
den Zustand des Elementes nicht andert, das Gesetz hervor, dass 

(an b).¢ =a. (b-e) 
ist. Hingegen um auch zur Vertauschbarkeit der Glieder zu ge- 
langen, ist noch eine Liicke in der Begriffsbestimmung auszufiillen. 
Betrachten wir nimlich die Erzeugungsweise eines Systems hoherer 
(m-ter) Stufe, wie wir solche im vorigen § dargestellt haben, so 
war dort eine bestimmte Reihenfolge der m Aenderungsweisen, 
durch die jenes System erzeugt wurde, angenommen, und die Ele- 
mente des Systems wurden erzeugt, wenn das Anfangselement die 
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verschiedenen Aenderungsweisen in der bestimmten Reihenfolge 
fortschreitend einging, so dass jedes Element, welches durch eine 
Reihe von Aenderungen entstanden war, nur entweder seine letzte 
Aenderung fortsetzte, oder eine der folgenden Aenderungsweisen, 
aber keine der friiheren annahm. Sind daher a und b zwei Strecken, 
von denen a einer friiheren, b einer spiteren von den Aenderungs- 
weisen angehért, so wird ein Element bei der Erzeugung des Systems 
zwar an die Aenderung a die Aenderung b anschliessen kénnen, aber 
nicht umgekehrt; d. h. es wird dabei die Verkniipfung a~b vor- 
kommen, aber nicht die b~a. Aber obgleich die letztere Verkniipfung 
durch die Erzeugung des Systems nicht ihrem Begriffe nach be- 
stimmt werden kann, so muss sie doch an sich méglich sein. Somit 
zeigt sich hier die besprochene Liicke. Um dieselbe naiher zu tiber- 
sehen sei [@f|*) gleich a, [26] —=[ace]—b, so ist die Aenderung 
[af] gleich a~b; es ist aber [a6’] auch gleich [ad]~[@@’], d. h. 
gleich b~[@@’]. Sollten also die Glieder vertauschbar, d. h. a~b= 
baa sein, so miisste [¢6’] [af] sein. Hieriiber lasst sich nun aus 
dem Bisherigen nichts entscheiden; denn alles, was wir iiber das 
System und dessen Elemente aussagen kénnen, muss, da das ganze 
System auf keine andere Weise, als nur durch seine Erzeugung ge- 
geben ist, aus dieser Erzeugungsweise hervorgehen. Da nun aber 
in dieser nichts von einer solchen Aenderung @&f vorkommt, so sind 
wir befugt und gedrungen, eine neue Begriffsbestimmung iiber solche 
Aenderungen zu geben, und die Analogie mit dem Friiheren fiihrt 
uns nothwendig dazu, in dem Umfange, in welchem wir zu einer 
neuen Begriffsbestimmung befugt sind, af und @f gleich zu setzen. 
Diese Gleichsetzung vollziehen wir aber erst auf bestimmte Weise, 
wenn wir den Umfang jener Befugniss ausgemittelt haben. Zu dem 
Ende betrachten wir 2 gleiche Strecken: 


[#2]=[r]=a 
deren Grinzelemente einer der spidteren Aenderungen b, aber alle 
derselben unterworfen werden und dadurch in &, f’, y', 0 tiber- 
gehen, so dass 


[ad] = [86] =[17] =[40] => 


*) Zur Erliuterung kann Fig. 4 dienen. 
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ist. Da nun [¢a]=[y'y] =(—b) ist, so hat man fiir die Aende- 
rungen [a@f’] und [y'd’] die Gleichungen : 


[@6"] = [¢a]~[«]-[83]—=(—b) -a-b 
[y'5)] = [rv] - [v4] - [86] = (— b) ~a-b; 
also sind beide Aenderungen einander gleich. Also wenn zwei Ele- 
mentenpaaren durch gleiche Aenderung auseinander erzeugbar sind, 
und man unterwirft alle vier Elemente einer neuen, aber alle derselben 
Aenderung, so werden auch die daraus hervorgehenden Elementen- 
paare durch gleiche Aenderungen auseinander erzeugbar sein. Da 
nun dies Gesetz auch noch bestehen bleibt, wenn [@@] eine Grund- 
underung darstellt, so folgt hieraus nicht nur, dass eine Strecke, wenn 
sich ihre Elemente alle um gleich viel andern, wieder eine Strecke 
bleibt, sondern auch dass, wenn nur fiir die Grundanderung gezeigt 
ist, dass sie bei jener Fortschreitung der Strecke gleich bleibt, 
dasselbe dann auch fiir die ganze Strecke gilt. Damit ist der Umfang 
der oben angedeuteten Befugniss gegeben, und wir setzen daher fest, 
dass, wenn in einem Systeme m-ter Stufe eine Strecke, welche einer 
der friiheren von den m Aenderungsweisen, die das System bestimmen, 
angehért, einer der spiteren Aenderungsweisen unterworfen wird, 
und zwar alle Elemente derselben Aenderungsweise, dann die ent- 
sprechenden Grundanderungen in der urspriinglichen und der 
durch jene Aenderung entstandenen Strecke einander gleich genannt 
werden sollen, hingegen ungleich, wenn die Elemente verschiedenen 
Aenderungen unterworfen sind*). Daraus folgt dann, vermége des 
vorhergehenden Satzes, dass diese Gleichheit (und Ungleichheit) 
unter denselben Umstiinden auch fiir die Strecken selbst fortbesteht ; 
und wir gelangen also zu dem Satze: Wenn man eine Strecke, welche 
einer der m urspriinglichen Aenderungsweisen des Systems ange- 
hért, Aenderungen unterwirft, welche gleichfalls jenen Aenderungs- 
weisen angehéren, und zwar alle Elemente denselben Aenderungen, so 
ist die durch jene Aenderung entstandene Strecke der urspriinglichen 


*) Die Deduktion, durch die wir zu dieser Definition der gleichen 
Aenderung tiberleiteten, gehért derjenigen Entwickelungsreihe (Hinleit. 
Nr. 16) an, die die Uebersicht geben soll. Fiir die rein mathematische Ent- 
wickelungsreihe erscheint dieselbe, wie tiberhaupt jede Definition, als rein 
willkiihrlich. 
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gleich. Dass wir namlich hier auch den Unterschied zwischen friiheren 
und spiteren Aenderungsweisen fallen lassen kénnen, ergiebt sich 
leicht aus der Gegenseitigkeit der Beziehung; denn wenn vorausge- 
setzt wird, dass [af] gleich oder ungleich [@’’] ist, je nachdem [aa’] 
gleich [86'] ist oder nicht, so sind auch umgekehrt die letzteren 
Ausdriicke gleich oder ungleich, je nachdem die ersteren es sind, 
wie sogleich durch die Methode des indirecten Schlusses sich er- 
giebt. Wenn also die durch eine friihere Aenderung erzeugte Strecke 
einer spdteren Aendérung unterworfen, sich gleich bleibt, so bleibt 
auch die durch eine spitere erzeugte der friiheren unterworfen, 
sich gleich; und daraus folgt der Satz in der oben gegebenen 
Fassung. Nun hatten wir schon oben gezeigt, dass unter Voraus- 
setzung dieses Satzes a~b==b-~a sei; und wir haben somit fiir die m 
Aenderungsweisen, die das System bestimmen, allgemein die Gesetze 
(anb)~c==an(b-c), und 
arb =hbaa; 
also ist diese Verkniipfung eine einfache ; aber auch die entsprechende 
analytische Verkniipfung eine eindeutige; denn wenn ich das eine 
Glied der synthetischen Verkniipfung, etwa das erste, unveriandert 
lasse, das andere aber veriindere, indem ich das Endelement des 
zweiten Gliedes entweder einer anderen Aenderungsweise unterwerfe, 
oder es in derselben Aenderungsweise vor oder zuriickschreiten 
lasse, so verandert sich das zuletzt resultirende Element, welches 
zugleich das Endelement fiir das Ergebniss der Verknitipfung ist, 
also verandert sich dies Ergebniss; und hieraus folgt dann nach der 
bekannten Schlussweise (vergl. § 6) die Eindeutigkeit der analy- 
tischen Verkniipfung. Daraus ergiebt sich nach § 6, dass die 
angezeigten Verkniipfungen als Addition und Subtraktion zu _be- 
zeichnen sind, und alle Gesetze der Addition und Subtraktion fiir 
sie gelten. Da nun endlich dieselben Verkniipfungsgesetze , welche 
fiir die m urspriinglichen Aenderungsarten gelten, auch nach den 
Gesetzen der Addition und Subtraktion fiir deren Verkntipfungen 
bestehen bleiben, so kénnen wir die Resultate der bisherigen Ent- 
wickelung in dem folgenden héchst einfachen Satze zusammen- 
fassen: , Wenn [ef] und [@y] beliebige Aenderungen darstellen, 
so ist [ay] ==[a@f] + [fy].“ Indem wir nimlich diese Verkniipfung 
als Addition bezeichnen, so sagen wir damit die Geltung aller 
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Additions- und Subtraktionsgesetze, wie wir sie in § 3—7 darge- 
stellt haben, aus*). 

§ 18. In der Entwickelung des letzten § hatten wir die durch 
Verkniipfung hervorgehenden Aenderungen nur betrachtet in Bezug 
auf ihr Anfangs- und End-Element, ohne die Strecke zu betrachten, 
welche beide verbindet; vielmehr traten als Strecken nur diejenigen 
hervor, welche den urspriinglichen Aenderungsarten des Systems an- 
gehéren. Um nun das Feblende zu erginzen, haben wir zu zeigen, 
auf welche Weise durch 2 Elemente in einem héheren Systeme die 
simmtlichen iibrigen Elemente bestimmt sind, welche mit diesen 
beiden in Einem Systeme erster Stufe liegen. Zu dem Ende haben 
wir nur auf den Begriff des Systemes erster Stufe zuriickzugehen, 
dass es nimlich durch Fortsetzung einer sich selbst gleich bleibenden 
Aenderung erzeugt sei. Entsteht nun dadurch, dass ein Element nach 
der Reihe und fortschreitend den Aenderungena, b, c... unterworfen 
wird, welche den urspriinglichen Aenderungsweisen angehéren, aus 
einem Elemente @ zuletzt ein anderes @**), so wird nach dem Begriffe 
des Systemes erster Stufe, auch dasjenige Element demselben Systeme 
erster Stufe angehéren miissen, welches aus 8 durch dieselben Aen- 
derungen a, b, c... hervorgeht und so fort; ja auch riickwirts wird 
man von a aus durch die entgegengesetzten Aenderungen fortschreiten 
kénnen und immer noch zu Elementen gelangen, die demselben 
System erster Stufe angehéren, aber nach der negativen Seite hin 
liegen, wenn die erstere als die positive gefasst wird. Es entstehen 
also die Elemente der positiven Seite aus dem Element @ dadurch, 
dass dies wiederholt und fortschreitend derselben Reihe der Aenderun- 
gen a, b,c... unterworfen wird. Da wir nun, wie im vorigen § be- 
wiesen wurde, die fortschreitenden Aenderungen beliebig vertauschen 
und zusammenfassen kinnen, so kénnen wir auch hier die gleichen 
Aenderungen zusammenordnen und zusammenfassen, und gelangen so 

*) Ich kann es nicht dringend genug anempfehlen, dass man die Ent- 
wickelung tiberall, und namentlich die hier gefiihrte, welche zu den schwie- 
rigsten in unserer Wissenschaft gehort, durch die entsprechenden geome- 
trischen Konstructionen sich verauschauliche, Um den Gang der Entwicke- 
lung nicht zu unterbrechen, habe ich diese Uebertragung auf die Geometrie 


hier nicht vornehmen mogen ; tiberdies liegt sie tiberall auf der Hand (s. Fig. 5). 


**) Vergleiche Fig. 17, wo es fiir zwei Aenderungen a, b bildlich dar- 
gestellt ist. 
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zu einer neuen Konstruktion jener Elementenreihe, die wir jetzt an- 
schaulicher darlegen wollen. Wenn man nimlich das Element « 
einzeln den Aenderungen a, b, c... unterwirft, so entstehen m 
Elemente, die wir-einander entsprechend setzen kiénnen; wenn man 
jedes von diesen wieder derselben Aenderung unterwirft, die es vor- 
her erfuhr, so erhalt man m neue einander entsprechende Elemente, 
und so fort; betrachten wir nun die entsprechenden Elemente einer 
jeden solchen Gruppe von m Elementen als Endelemente von m 
Strecken, welche alle @ zum Anfangselemente haben, und welche wir 
gleichfalls einander entsprechend setzen, so erhalten wir dieselben 
Elemente, die wir vorher gewannen, wenn wir & um die entsprechen- 
den Strecken einer jeden Gruppe fortschreitend indern, und es ent- 
spricht auf diese Weise jeder solchen Gruppe von einander entspre- 
chenden Elementen in dem neuen System erster Stufe ein Element, 
welches durch eine Aenderung hervorgeht, die die Summe ist aus 
den durch jene Strecken dargestellten Aenderungen. Sind nun bei 
den angegebenen Konstruktionen die Aenderungen a, b, c... Grund- 
anderungen, welche also unmittelbar von einem Elemente zum an- 
grinzenden iiberfiihren, so erhalt man auch (wenn man dasselbe 
Verfahren zugleich nach der negativen Seite hin anwendet) das 
ganze System erster Stufe vollstindig. Es ist nun zu zeigen, dass 
man auf diese Weise durch zwei Elemente des héheren Systems 
allemal ein System erster Stufe legen kann, aber auch jedesmal 
nur eins. Es seien die beiden Elemente des Systems @ und #, so 
ist schon bei der Erzeugungsweise des System gezeigt, dass # aus 
@ immer durch die m Aenderungsweisen des Systems und zwar bei 
gegebener Folge nur auf Eine Art erzeugbar ist; es seien a, b, c... 
diese Aenderungen; es kommt nun zunichst darauf an, zu zeigen, 
dass man fiir diese Strecken stets solche einander entsprechende 
Grundinderungen annehmen kann, dass a, b, c... entsprechende 
Strecken werden, und also nach der so eben angegebenen Kon- 
siruktion @ ein Element des durch diese entsprechenden Grund- 
anderungen erzeugten Systems erster Stufe wird. Betrachte ich 
guerst zwei Strecken a und b, deren jede durch Fortsetzung der- 
selben Grundinderung entstanden ist, so kénnen zuerst, da die 
Grundinderungen nach dem Begriff des Stetigen keine an sich 
fixirte Grésse haben, beliebige Grundinderungen in beiden als 
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entsprechende angenommen werden. Lisst man nun, wahrend die 
eine Grundinderung und die dadurch erzeugte Strecke a dieselbe 
bleibt, die andere Grundanderung wachsen oder abnehmen, so 
wird auch die dadurch erzeugte und der Strecke a entsprechende 
Strecke b wachsen oder abnehmen, und zwar wenn die Grund- 
anderung stetig waichst oder abnimmt, so wird auch die Strecke b 
stetig wachsen oder abnehmen, wie dies unmittelbar im Begriff des 
Stetigen liegt, somit wird, wenn die Grundinderung fiir b beliebig 
angenommen werden kann, auch die der Strecke a entsprechende 
b jede gegebene Grisse annehmen kénnen; und dasselbe gilt von 
jeder andern Strecke c u. s. w., so dass also in der That auch fiir 
die oben angegebenen Strecken a, b, ce... solche Grundanderungen 
angenommen werden kénnen, dass jene Strecken als entsprechende 
erscheinen, und also das Element # als ein Element des durch 
diese Grundinderungen erzeugten Systemes erster Stufe dargestellt 
ist, Dass nun auch durch @ und # nur Ein System erster Stufe 
gelegt werden kann, liegt schon in dem obigen Beweise. Ein anderes 
System erster Stufe kénnte nimlich nur entstehen, wenn die der 
Grundanderung in a entsprechenden Grundinderungen der andern 
Strecken b, c... anders angenommen wiirden, allein dann wiirden 
auch die der Strecke a entsprechenden andern Strecken, wie wir 
vorher zeigten, anders ausfallen, also wiirde auch nicht mehr von «& 
aus das Element # erzeugt werden. Nachdem wir nun gezeigt 
haben, wie in der That durch je zwei Elemente ein, aber auch nur 
Ein System erster Stufe gelegt werden kann, so ist nun der im An- 
fange dieses § angedeutete Mangel aufgehoben , indem jetzt fiir die 
Strecke, die als Summe zweier Strecken erscheinen soll, nicht mehr 
blos Anfangs- und Endelement bestimmt ist, sondern die ganze 
Strecke in allen ihren Elementen. Der Begriff der Summe ist daher 
nicht nur fiir die Aenderungen, sondern auch fiir die Strecken selbst 
bestimmt; sind nimlich [af], [Py], [ey] die nach dem so eben ent- 
wickelten Princip erzeugten Strecken, so hat man noch immer all- 
gemein 
[ev] = [#8] + [By] 4. b. 

» Wenn man zwei oder mehrere Strecken stetig aneinander an- 

schliesst, so ist die Strecke vom Anfangselement der ersten 

zum Endelement der letzten die Summe derselben.“ 
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Wenden wir auf den Begriff der Abhingigkeit, wie wir ihn in § 16 
darstellten , diesen Begriff der Summe an, so ergiebt sich, dass eine 
Aenderungsweise von andern abhingig sei, wenn sich die der ersteren 
angehorigen Strecken als Summen von Strecken darstellen lassen, 
welche den letzteren angehéren, hingegen wenn dies nicht méglich 
ist, sie von ihnen unabhingig sei. 

§ 19. Wir haben bisher den Begriff der Summe der Strecken 
abhingig gemacht von der besonderen Erzeugungsweise des ganzen 
Systems, indem, wenn Anfangs- und Endelement der Summe durch 
stetiges Aneinanderschliessen der Strecken gegeben war, nun die 
zwischen beiden liegende Strecke, als Theil eines Systems erster 
Stufe, durch die m urspriinglichen Aenderungsweisen des ganzen 
Systemes konstruirt wurde. Diese Abhingigkeit haben wir noch 
schliesslich aufzuheben. Wir haben schon oben (§ 18) gezeigt, 
dass, wenn mehrere Strecken auf entsprechende Weise erzeugt sind, 
dann nicht nur jedem Element und jedem Theil der einen ein 
Element und ein Theil in jeder der andern entspricht, sondern 
auch die Summe auf dieselbe Weise entsprechend erzeugt ist, 
nimlich so, dass die Summe der entsprechenden Theile jedesmal 
diesen Theilen entspricht. Hat man nun zwei beliebige Strecken 
des Systemes, nimlich p, und pg, und es sind beide als Summen von 
Strecken dargestellt, welche den urspriinglichen Aenderungsarten des 
ganzen Systemes angehéren, nimlich 

Pia + by +... 


Po ag a bo +..., 
so dass man hat 


Pi + Pa = (a1 + a) + (by + bg) --., 
und sind ferner 04, 0, 64, 6)....entsprechende Theile der Strecken 
&, a, by, bg...., also auch (a, + ay), (@, + fy)... in demsel- 
ben Sinne entsprechende Theile von (a, + a9), (b; + bg), so wird 
nach dem vorigen § jeder Theil der Summe (p, + p,), als Summe 
der entsprechenden Theile gewonnen, d. h. also ein solcher ist jedes- 
mal gleich 
(a + &) + (F1 + Be) +---- 
d. h. = (a@ + &, +...) + (ag + fe +...) 


wo das erste Glied einen Theil von p,, das zweite den entsprechen- 
den von py darstellt. Also wird jedes Element der Summe (p; + pg) 
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dadurch erzeugt, dass man das Anfangselement derselben um jeden 
beliebigen Theil von p, und dann um den entsprechenden von p 
andert. Somit kénnen wir das allgemeine Resultat aufstellen: 
, Wenn zwei Strecken gegeben sind, und man andert ein beliebiges 
Element um einen Theil der ersten, und dann (fortschreitend) um 
den entsprechenden Theil der zweiten, so bildet die Gesammtheit 
der so erzeugbaren Elemente die Summe jener beiden Strecken.“ 
Nachdem wir nun den Begriff der Summe der Strecken in seiner 
Allgemeinheit und Unabhingigkeit aufgestellt haben, wollen wir 
noch einen Satz, den wir friiher in specieller Form erwiesen hatten, 
jetzt in allgemeinerer Form darstellen, naimlich 

»Wenn alle Elemente einer Strecke sich um gleich viel &n- 

dern, so bleibt die so hervorgehende Strecke der ersteren 

gleich.“ 
Dass dadurch wieder eine Strecke entsteht, ist schon in § 18 gezeigt, 
dass sie der ersteren gleich sei, folgt durch dieselben Formeln wie 
in § 15 am Schlusse. Namlich ist [@] die urspriingliche Strecke, 
und [ac’| = [88], so ist 
[a8] = [ee] + [af] + [87] = [26], 

da sich nimlich c’a@ und £f" als entgegengesetzte Gréssen bei der 
Addition aufheben. 

§ 20. Durch die im vorigen § gefiihrte Entwickelung ist die 
selbstiindige Darstellung der Systeme hoherer Stufen vorbereitet. 
Nimlich es waren diese bisher als abhingig von gewissen zu Grunde 
gelegten Aenderungsweisen dargestellt, durch welche sie eben er- 
zeugt wurden. Diese Abhingigkeit kénnen wir in so fern aufheben, 
als wir zeigen kénnen, dass dasselbe System m-ter Stufe durch je 
m Aenderungsweisen erzeugbar sei, welche demselben angehiéren, 
und welche von einander unabhingig sind (in dem Sinne von § 16), 
d. h. von keinem System niederer Stufe (als der m-ten) umfasst 
werden. Ich will zuerst zeigen, dass, wenn das System durch 
irgend welche m Aenderungsweisen erzeugbar ist, ich dann statt 
jeder beliebigen derselben eine neue von den (m— 1) tibrigen un- 
abhingige demselben System m-ter Stufe angehirige Aenderungs- 
weise (p) einfiihren, und durch diese in Verbindung mit den (m — 1) 
iibrigen das gegebene System erzeugen kann. Da nach der Vor- 
aussetzung p dem gegebenen Systeme m-ter Stufe angehdrt, so 
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wird es sich (§ 18) darstellen lassen als Summe von Strecken, die 
den urspriinglichen Aenderungsweisen angehiren, d. h. 
p=a+tbte+.... 

gesetzt werden kénnen, wenn a, b, c, ... den urspriinglichen Aen- 
derungsweisen angehéren. Wenn nun a die Aenderungsweise dar- 
stellt, fiir welche p eingefiihrt werden soll, so muss p von den 
tibrigen b, c, ... ., wie wir voraussetzten, unabhingig sein, d. h. a 
darf nicht gleich null sein, wahrend hingegen von den iibrigen 
Stiicken jedes null sein darf. Ich habe nun zu zeigen, dass jedes 
Element des durch p, b, c, .... erzeugten Systemes auch dem 
durch a, b,c... . erzeugten angehére und umgekehrt, sobald beide 
von demselben Anfangselemente aus erzeugt sind. | Das erste ist 
unmittelbar klar, da p dem durch a, b, ¢ erzeugten Systeme an- 
gehért, das zweite bedarf eines ausftihrlicheren Beweises. Hin 
jedes Element des durch a, b, c.... von irgend einem Anfangs- 
element aus erzeugten Systemes kann durch eine Aenderung 

q=a+byte+.... 
wo a, bo, ¢g...mita, b,c,... beziehlich gleichartig sind, aus 
dem Anfangselemente erzeugt werden. Um nun hierin statt a, die 
Grésse p oder eine ihr gleichartige einftihren zu kénnen, nehme 
man fiir den Augenblick die Gréssen p, a, b, c . . . . als entsprechende 
an, und in demselben Sinne mégen py, a,, by, c ... . einander ent- 
sprechen, so wird, da 

p=atbt+c+.... 

ist, auch nach § 18 dieselbe Gleichung fiir die entsprechenden Strecken 
gelten, also 

Pp=athtat.... 
sein, somit auch 

& = py — by — 4 —.~ we. 
Und dies statt a, substituirt, hat man 

g = prt (bg — by) + (eg —G) +... 

d. h. das fragliche Element ist aus dem Anfangselement durch 
Aenderungen, die mit p, b,c... gleichartig sind, erzeugbar, d. h. 
gehért dem durch p, b, c, ... aus demselben Anfangselement er- 
zeugten Systeme an. Ks ist also die Identitit beider Systeme be- 
‘wiesen, und gezeigt, dass man statt jeder beliebigen der m das 
System urspriinglich erzeugenden Aenderungsweisen , jede beliebige 
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neue einfiihren kann, sobald sie nur dem gegebenen Systeme an- 
gehdrt, und von den tibrigen (beibehaltenen) unabhingig ist. Und 
da man dies Verfahren fortsetzen kann, so folgt, dass man dasselbe 
System durch je m unabhingige Aenderungsweisen desselben er- 
zeugen kann oder 

»Jede Strecke eines Systems m-ter Stufe kann als Summe von 

m Strecken, welche m gegebenen unabhiingigen Aenderungs- 

weisen des Systems angehéren, dargestellt werden, aber auch 

jedesmal nur auf eine Art.“ 
Es ist somit das System unabhiingig gemacht von der Auswahl der 
m unabhingigen Aenderungsweisen, wir haben es noch vom An- 
fangselemente unabhingig zu machen. Hs sei das urspriinglich an- 
genommene Anfangselement @, man mache statt dessen ein anderes 
Element des Systems @ zum Anfangselement. Ist nun y irgend ein 
drittes Element, so hat man 
[Py] = [Be] + [ey] 

Sind nun [fa] und [ey] durch die angenommenen Aenderungsweisen 
darstellbar, so wird es auch [fy] als ihre Summe sein, d. h. jedes 
Element, was durch die angenommenen Aenderungsweisen aus @ er- 
zeugbar ist, ist auch durch dieselben aus jedem andern Elemente er- 
zeugbar ; also: 

,Jedes System m-ter Stufe kann erzeugt gedacht werden 

durch je m unabhingige Aenderungsweisen desselben aus jedem 

beliebigen Element desselben, d. h. aus Einem solchen Ele- 
mente kénnen alle iibrigen durch jene Aenderungsweisen er- 
zeugt werden. “ 
Hierdurch ist nun das System héherer Stufe als fiir sich bestehendes 
eigenthiimliches Gebilde dargelegt. 

§ 21. Ich schreite nun zu den Anwendungen und zwar zu- 
nichst auf die Geometrie, will jedoch zuvor versuchen, einen rein 
wissenschaftlichen Anfang fiir die Geometrie selbst und zwar un- 
abhingig von unserer Wissenschaft wenigstens andeutungsweise zu 
entwerfen, um so die Uebereinstimmung und Abweichung in dem 
Gange beider Disciplinen desto besser zu tibersehen. Ich behaupte 
nimlich, dass die Geometrie noch immer eines wissenschaftlichen 
Anfangs entbehre, und dass die Grundlage fiir das ganze Gebiude 
der Geometrie bisher an einem Gebrechen leide, welches einen 
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giinzlichen Umbau desselben nothwendig mache. Wenn ich eine 
solche Behauptung aufstelle, welche den durch Jahrtausende ge- 
heiligten Bau umzustiirzen droht, so darf ich das nicht, ohne dieselbe 
durch die entscheidendsten Griinde zu belegen. Das Gebrechen, 
dessen Vorhandensein ich nachweisen will, ist am leichtesten am 
Begriffe der Ebene zu erkennen. Wie dieselbe in den mir bekannt 
gewordenen Bearbeitungen der Geometrie definirt wird, so liegt 
dabei die Voraussetzung zu Grunde, dass eine gerade Linie, welche 
zwei Punkte mit der Ebene gemeinschaftlich habe, ganz in dieselbe 
falle; sei es nun, dass man dies stillschweigend annehme*), oder 
in die Definition der Ebene hineinlege, oder endlich als besonderen 
Grundsatz aufstelle. Das erstere zeigt sich sogleich als unwissen- 
schaftlich , das zweite kann aber, wie ich sogleich zeigen werde, 
eben so wenig auf Wissenschaftlichkeit Anspruch machen. Denn 
es ist klar, dass die Ebene schon bestimmt ist, sei es als Ge- 
sammtheit der Parallelen, welche von einer Geraden nach einer 
nicht in derselben enthaltenen Richtung gezogen werden kénnen, 
sei es als Gesammtheit der Geraden, welche von einem Punkt an 
eine Gerade gezogen werden kénnen. Bleiben wir nun z. B. bei 
der ersten Bestimmung stehen, so ist klar, wie nun erst erwiesen 
werden muss, dass jede gerade Linie, welche zwei dieser Parallelen 
schneidet, auch die siimmtlichen iibrigen schneiden miisse, ein 
Satz, welcher nicht ohne eine Reihe von Hiilfssiitzen erwiesen 
werden kann. Definirt man nun die Ebene etwa als Fliche, welche 
alle geraden Linien, die zwei Punkte mit ihr gemeinschaftlich haben, 
vollstindig enthalt, so leuchtet ein, wie man dadurch den vorher 
ausgesprochenen Satz, unter dieser Definition versteckt, in das 
Gebiet der Geometrie einschmuggelt; und eben so wenig, als es 
sich irgend ein Mathematiker gefallen lassen wiirde, wenn man den 
Beweis des Satzes, dass in Parallelogrammen die gegeniiberstehen- 
den Seiten gleich lang sind, dadurch vermeiden wollte, dass man 
das Parallelogramm als Viereck, dessen gegentiberliegende Seiten 
gleich und parallel sind, definirte; eben so wenig darf man es sich 
gefallen lassen, wenn der oben angefiihrte Satz durch eine solche 
Definition der Ebene unrechtmissiger Weise in die Geometrie ein- 


*) So Euklid. 
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gefiihrt wird. Es bliebe also, wenn man bei dem bisherigen Gange 
der Geometrie verharren wollte, nur iibrig, jenen Satz zu einem 
Grundsatze umzustempeln. Allein wenn ein Grundsatz vermieden 
werden kann, ohne dass ein neuer eingefiihrt zu werden braucht, 
go muss dies geschehen, und wenn es eine ganzliche Umgestaltung 
der ganzen Wissenschaft herbeifiihren sollte, weil durch ein solches 
Vermeiden die Wissenschaft nothwendig ihrem Wesen nach an 
Binfachheit gewinnt. Gehen wir nun von diesem Gebrechen ‘aus, 
was wir nachgewiesen zu haben hoffen*), weiter zuriick, um die 
Ursachen desselben aufzufinden, ‘so liegen diese in der mangel- 
haften Auffassung der geometrischen Grundsiitze. Zuerst muss es 
auffallen, wie ‘neben wirklichen Grundsitzen, welche geometrische 
Anschauungen aussagen, hiufig unter demselben Namen ganz ab- 
strakte Sitze aufgefiihrt werden, wie: ,sind zwei Gréssen emer 
dritten gleich, so sind sie selbst einander gleich,“ und welche, 
wenn man einmal unter Grundsitzen vorausgesetzte Wahrheiten 
versteht, gar nicht diesen Namen verdienen. In der That ‘glaube 
ich oben (§ 1.) nachgewiesen zu haben, dass der so eben ‘angefiihrte 
abstrakte Satz nur den Begriff des Gleichen ‘ausdriicke, und dasselbe 
gilt auch von den iibrigen abstrakten Sitzen, welche im wesent- 
lichen darauf hinauslaufen, dass das aus dem Gleichen auf dieselbe 
Weise Erzeugte selbst ‘gleich sei. Von ‘diesem Vorwurfe der 
Vermischung von Grundsiitzen mit vorausgesetzten Bepriffen bleibt 
indessén Euklid selbst frei, weleher die erstern mit unter seine 
Forderungen (aitvymara) aufiahm, wahrend er die letzteren als 
alleemeine Begriffe (xovvel Evvorel) aussonderte, ein Verfahren, 
welches schon von seinen Kommentatoren nicht mehr verstanden 
wurde, und auch bei ‘neueren Mathematikern zum Schaden der 
Wissenschaft wenig Nachahniting gefunden hat. In der That 
kennen die abstvakten Disciplinen der Mathematik gar keine 
Grundsiitze; sondern der erste Bewéis geschieht in ihnen durch An- 
éinanderketten von Erklirtingén, indém von keinem andern Fort- 


*) Es kénnte freilich sein, dass es eine Darstellung gebe, die den ge- 
riigten Mangel vermieden hatte, ohne mir bekannt geworden zu sein. Da 
indessen mit einer solchen Darstellung zugleich die Parallelentheorie, dies 
Kreuz der Mathematiker, miissteins Reine gebracht sein, so konnte ichmitziem- 
licher Gewissheit annehmen, dass es eine solche Darstellung noch nicht gebe. 
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schreitungsgesetze Gebrauch gemacht wird, als von dem allgemein 
logischen, dass nimlich, was von einer Reihe von Dingen in dem 
Sinne ausgesagt ist, dass es von jedem einzelnen derselben gelten 
soll, ‘auch wirklich von jedem einzelnen, was jener Reihe an- 
gehért, ausgesagt werden kann. Und dies Fortschreitungsgesetz, 
was, wie man sieht, nur ein sich besinnen iiber das, was’man mit 
dem allgemeinen Satze hat sagen wollen, enthalt, als Grundsatz 
aufzustellen, wie es in der Logik missbrauchsweise geschieht, wenn 
es nicht ‘gar erst in ihr bewiesen wird, kann keinem Mathematiker 
einfallen. 

§ 22. In der Geometrie ‘bleiben daher als Grundsitze nur 
tibrig diejenigen Wahrheiten, welche der Anschauung des Raumes 
entnommen sind. Diese Grundsiitze werden ‘daher richtig gefasst 
sein, wenn sie in ihrer Gesammtheit die vollstindige Anschauung 
des Raumes geben, und auch keiner aufgestellt wird, der nicht 
diese Anschauung vollenden hiilfe. Hier zeigt sich nun die wahre 
Ursache des mangelhaften Anfanges der Geometrie in ihrer bis- 
herigen Bearbeitung; néamlich theils werden Grundsitze ‘tiber- 
gangen, welche urspriingliche Raumesanschauungen ausdriicken, 
und die dann nachher, wo ihre Anwendung erfordert wird, still- 
schweigend vorausgesetzt werden miissen, 'theils werden Grundsitze 
aufgestellt, die keine Grundanschauung des Raumes ausdriicken, 
und sich daher bei genauerer Betrachtung als iiberfliissig ergeben, 
und iiberall gewihren die Grundsitze in ihrer Gesammtheit den Hin- 
druck eines Aggregats von mdglichst klaren Satzen, welche behufs 
méglichst bequemer Beweisfiihrung zusammengestellt sind. — Die 
Grundsatze der Geometric, wie wir sie voraussetzen mtissen, sagen 
vielmehr die Grundeigenschaften des Raumes aus, ‘wie sie “unserer 
Vorstellung urspriinglich mitgegeben sind, némlich dessen Hinfach- 
heit und relative Beschrinktheit. — Die Einfachheit des Raumes 
wird ausgesagt in dem Grundsatze : 

»Der Raum ist an allen Orten und ‘nach allen Richtungen gleich 

beschaffen, d. h. an allen Orten und nach allen Richtungen 

kénnen gleiche Konstruktionen vollzogen werden. “ 
Dieser Grundsatz zerfallt schon seinem Ausdruck nach in zwei.Grund- 
siitze, von denen der eine die Méglichkeit der Fortbewegung, der 


andere die Méglichkeit der Schwenkung setat, niimlich : 
3% 
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1) ,dass eine Gleichheit denkbar ist bei Verschiedenheit des 

Ortes.“ 

2) ,dass eine Gleichheit denkbar ist bei Verschiedenheit der 

Richtung, und namentlich auch bei entgegengesetzter Richtung.* 
Nennen wir Konstruktionen, welche an verschiedenen Orten ganz 
auf dieselbe Weise erfolgen, sich also nur dem Orte nach unter- 
scheiden, gleich und gleichliufig*), die, welche sich nur dem Orte 
und der Richtung nach unterscheiden, absolut gleich, und insbe- 
sondere die, welche nach entgegengesetzter Richtung auf dieselbe 
Weise, wenn auch an verschiedenen Orten, erfolgen, gleich und gegen- 
liufig oder kurzweg entgegengesetzt, und halten dieselben Benen- 
nungen auch fiir die Resultate der Konstruktion fest, so kénnen wir 
jene beiden Grundsitze, wenn wir aus dem zweiten noch den par- 
tiellen Satz herausheben, bestimmter so ausdriicken: 

1) ,,Was durch gleiche und gleichliufige Konstruktionen erfolgt, 

ist wieder gleich und gleichliufig.“ 

2) ,Was durch entgegengesetzte Konstruktionen erfolgt, ist 

wieder entgegengesetzt. “ 

3) , Was durch absolut gleiche Konstruktionen (wenn auch an 

verschiedenen Orten und nach verschiedenen Anfangsrichtun- 

gen) erfolgt, ist wieder absolut gleich.“ 
Die beiden ersten von diesen drei Grundsiitzen bilden die positive 
Voraussetzung fiir den Theil der Geometrie, der dem ersten unserer 
Wissenschaft entspricht. Die relative Beschrinktheit des Raumes 
wird dargestellt durch den Grundsatz : 

»Der Raum ist ein System dritter Stufe.“ 
Dem Verstandniss desselben miissen Erklarungen und Bestimmungen 
vorangehen, wie wir sie oben in der abstrakten Wissenschaft gegeben 
haben. 

§ 23. Die unmittelbare Evidenz dieser Grundsitze und ihre 
Unentbehrlichkeit bietet sich wohl einem jeden sogleich dar, ohne 
den ersten ist keine gerade Linie, ohne den zweiten keine 


*) Wir schliessen uns hier mehr an die gewdhnliche Auffassungs- 
weise an, indem wir nur dem Begriffe des Parallelen die bestimmteren des 
Gleichlaiufigen und Gegenliufigen (s. oben) substituiren; sonst wire es an- 
gemessener gewesen, hierfiir einen einfacheren Ausdruck, wie etwa ,voll- 
kommen gleich“ einzufiihren. 
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Ebene *), ohne den dritten kein Winkel méglich, wihrend der letzte 
den Raum selbst in seiner dreifachen Ausdehnung darstellt, und 
obgleich dieselben in den gewéhnlichen Darstellungen meist tiber- 
gangen werden, so hilt es doch nicht schwer, die Stellen nachzu- 
weisen, wo von demselben stillschweigend Gebrauch gemacht wird. 
Dass dieselben ausreichen fiir die Geometrie, kann nur vollstiindig 
aus einander gelegt werden durch Entfaltung der Geometrie selbst 
aus diesem Keime heraus. Wir fahren jedoch hier fort in unserm 
mehr andeutenden als ausfiihrenden Verfahren. Den Satz, dass 
zwischen zwei Punkten nur Eine gerade Linie miglich ist, oder, 
wie ihn Euklid ausdriickt, dass zwei gerade Linien nicht einen 
Raum (yweiov) umschliessen kiénnen, hier als Grundsatz iibergan- 
gen zu sehen, mag auffallen. Doch liegt derselbe in dem richtig 
aufgefassten ersten Grundsatze, nimlich sollten zwei gerade Linien, 
welche einen P. elt ohn deaien haben, noch einen zweiten P. ge- 
meinschaftlich haben, so wiirde der Ree an diesem zweiten Punkt 
anders beschaffen sein, als in den andern, wenn die Linien nicht 
zugleich auch alle andern Punkte gemeinschaftlich hitten, also 
ganz in einander fielen. Sollte dieser Beweis, der sich tibrigens 
bei einer wirklichen Ausftihrung der Wissenschaft viel strenger 
ausnehmen wiirde, zu sehr ein philosophisches Gepriige zu haben 
scheinen, so mag man den Satz fiir die mathematische Darstellung 
immerhin als partiellen Grundsatz aufstellen, wenn man sich nur 
seiner Zusammengehérigkeit mit jenem ersten Grundsatze bewusst 
bleibt**). Fiir die weitere Entwickelung bedienen wir uns hier, 
um zwei Grossen als gleich und gleichliufig zu bezeichnen, eines 
Zeichens (++), welches aus dem des Gleichen (=) und des Paral- 
lelen (|| ) kombinirt ist. — Wenn nun zwei Strecken AB und BC 
entgegengesetzt sind mit zwei andern DE und EF (vergl. Fig. 6.), 
so dass also 
AB + ED, BC+ FE 

ist, so muss nach dem zweiten Grundsatze auch AC entgegengesetzt 


mit DF, d. h. 


*) S. unten. 

**) Ueberhaupt ist die Zerspaltung in méglichst besondere Grundsitze 
der mathematischen Methode cigenthiimlich und férderlich, verg]. auch Ein- 
dette Ney 135 
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CA tt DF 
sein. Fallt also © auf D, so muss auch CA auf DF, also A auf F 
fallen, und die vier Strecken bilden ein Viereck ABCE. Also: 
,»wenn von den vier stetig nach einander beschriebenen Seiten 
eines Vierecks zwei einander entgegengesetzt sind, so sind es auch 
die beiden andern*).“ Oder wenn ein beliebiges riumliches. Ge- 
bilde, sich selbst parallel bleibend, so fortschreitet, dass Kin Punkt 
eine gerade Linie beschreibt, so beschreiben auch alle tibrigen 
Punkte gerade Linien, welche mit der ersteren gleichlaiufig und 
gleich sind. Hieraus ergiebt sich leicht, dass, wenn zwei parallele 
Linien von einer dritten geschnitten werden, und man mit dieser 
dvitten eine Parallele zieht, welche die eine jener parallelen Linien 
schneidet, sie auch die andere schneiden muss (und auf diese 
Weise ein Viereck bildet, in welchem die gegeniiberstehenden 
Seiten gleich lang sind), oder allgemeiner: wenn man eine Ebene 
dadurch erzeugt, dass man von allen Punkten einer zu Grunde 
gelegten geraden Linie Parallele zieht; so wird jede gerade Linie, 
welche von einem Punkte der Ebene mit der zu Grunde gelegten 
Linie: parallel gezogen wird, ganz in die Ebene fallen. Nennen 
wir die Richtung der zu Grunde gelegten Linie und die der von 
ihr aus gezogenen Parallelen die Grundrichtungen der Ebene, so 
kénnen wir sagen, dass jede g. L., welche von einem P. der Ebene 
nach einer ihrer Grundrichtungen gezogen wird, ganz in dieselbe 
falle. Hieraus lasst sich endlich folgern, dass jede gerade Linie, 
welche zwei Punkte der Ebene verbindet, ganz in dieselbe fallt. 
Der Beweis kann ganz analog der Darstellung in der abstrakten 
Wissensehaft, wie sie in § 19 gegeben ist, gefiihrt werden. Wenn 
naimlich auch hier aus einem Punkt der Ebene @ ein anderer 
derselben Ebene, durch die Fortbewegungen a und b, welche den 
Grundrichtungen angehéren, erzeugt wird, so kann man durch 
Wiederholung dieser und der entgegengesetzten Fortbewegungen, 


*) Hierbei ist immer festzuhalten, dass nach dem obigen unter ent- 
gegengesetzten Strecken immer gleiche, aber gegenliufige verstanden sind. 
Der Satz in der Form: ,sind in einem Vierecke zwei Seiten parallel und 
gleich, so sind es auch die beiden andern,‘ ist nicht mehr allgemein richtig, 
wenn man auch Vierecke mit sich schneidenden Seiten annimmt, 
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‘ganz eben so wie es in § 19 gezeigt war, eine unendliche Reihe 
von Punkten erzeugen, welche alle in Einer geraden Linie liegen 
und der gegebenen Ebene angehéren; indem man dann f an @ 
sich stetig anschliessen lasst, erhilt man jene gerade Linie in 
ihrer Vollstindigkeit, und indem man endlich den Begriff des Ent- 
sprechenden auf gleiche Weise wie dort anwendet, so kann man 
eme gerade Linie erzeugen, welche zwei beliebige in der Ebene 
gegebene Punkte verbindet und ganz in der Ebene liegt. Da nun 
zwischen zwei Punkten nur Hine gerade Linie miglich ist, so muss 
auch jede gerade Linie, welche zwei Punkte der Ebene verbindet, 
mit der vorher zwischen denselben Punkten erzeugten zusammenfallen, 
also auch ganz in die Ebene fallen. Diese Andeutungen mégen ge- 
niigen, um einen vorlaufigen Begriff zu geben von einem wissen- 
schaftlichen Anfange der Geometrie *). 

§ 24. Wir schliessen hieran eine Reihe von geometrischen 
Aufgaben, welche sich durch die in diesem Kapitel gegebene Me- 
thode lésen lassen, und setzen dabei, ohne die Anwendung des 
Zirkels zu gestatten, nur voraus, dass man durch zwei Punkte, 
unter welchen auch ein unendlich entfernter sich befinden darf, 
eime gerade Linie, und durch drei Punkte, die nicht in gerader 
Linie liegen, eine Ebene zu legen vermige. Indem wir sagen, 
dass im ersten Falle unter den beiden Punkten auch einer unendlich 
entfernt sein diirfe, so wollen wir damit die Forderung ausdriicken, 
mit einer gegebenen g. L. eine Parallele zu ziehen. Die genannten 
Forderungen sind iiberhaupt die einzigen, die wir fiir den Theil der 
Geometrie, welcher dem ersten Theile unserer Wissenschaft ent- 
spricht, aufstellen **), 


*) Vrgl. zu diesem ganzen Abschnitt (§ 15—23) den Anhang I ,Ueber 
‘das Verhiltniss der nichteuklidischen Geometrie zur Ausdehnungslehre.‘é 
(1877.) 

**) Man pflegt die Forderung, mit einer gegebenen Linie eine Parallele zu 
ziehen, nicht mit unter die Postulate der Geometrie aufzunehmen; allein wir 
haben dieselbe nur anzusehen als einen speciellen Fall der Forderung, zwei P. 
durch eine g. L. zuverbinden. Willman diese Forderung nicht mit aufnehmen, 
so bleibt die Reihe von Sitzen und Aufgaben, welche sich bloss auf das Ziehen 
von g. L. beschrinken, ginzlich unfruchtbar, indem man dann nicht einmal 
die Projektion tibersehen kann, bei welcher ja endlich entfernte Punkte ins 
Unendliche riicken kénnen und umgekehrt. 
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Aufg. 1. Eine Strecke AX zu zeichnen, welche einer gegebenen 
BC gleich und gleichlaufig ist (vergl. Fig. 7). 

Aufl. Man ziehe AD parallel BC und CE parallel BA, so ist 
der Durchschnittspunkt dieser beiden Linien der gesuchte Punkt 
X. Liegt insbesondere der Punkt A in der geraden Linie BC, 
so nehme man einen Punkt ausserhalb derselben D, mache nach 
dem so eben angegebenen Verfahren DE+{ BC und AF 4t DE, 
so ist F der gesuchte Punkt X. 

Aufg. 2. Eine Strecke in beliebig viele gleiche Theile zu theilen. 
Die Auflésung kann vermittelst der in der vorigen Aufgabe ge- 
gebenen Konstruktion auf die gewohnliche Auflésung zuriickgefiihrt 
werden. 

Aufg. 3. Den Punkt X zu finden, welcher der Gleichung [AX] 

= [BC]-++ [DE] geniigt *) (vergl. Fig. 8). 

Aufl. Man macht AF4¢ BC und FGO4t DE, so ist G der ge- 

suchte Punkt. 

Aufg. 4. Den Punkt X zu finden, welcher der Gleichung [AX] 

= [BC] — [DE] geniigt. 
Fiir die folgenden Siitze und Aufgaben will ich ein Paar neue Be- 
nennungen einfiihren, welche zur Erleichterung der Ausdrucksweise 
wesentlich sind, namlich unter der Abweichung des Punktes A von 
einem andern B verstehe ich die Strecke BA mit Festhaltung ihrer 
Richtung und Linge, und unter der Gesammtabweichung eines 
Punktes R von einer Punktreihe A, B, C, ... verstehe ich die 
Summe der Abweichungen jenes Punktes von den einzelnen Punkten 
dieser Reihe, also die Summe [AR]-++ [BR]-+-[CR]-++. . . ., wobei, 
wie sich von selbst versteht, der im Vorigen entwickelte Begriff der 
Summe zu Grunde gelegt ist. Hieraus ist von selbst klar, dass die 
Gesammtabweichung einer Punktreihe A, B, C . . . von einem Punkte 
R die Summe [RA]-+-[RB]-+[RC]-+ ... darstelle. Nun kann 


ich aus einer Gleichung 


Vets soe' [AB] +4.[CD] a FEB bea wieuesi@, 


*) Ich bediene mich hier der in der abstrakten Wissenschaft einge- 
fibrten Bezeichnung der Strecken, indem ich unter [AB] die Strecke mit 
festgehaltener Richtung und Linge bezeichne, weshalb hier das Gleichheits- 
zeichen auch wieder das gewohnliche ist **). 

**) Vergl. die Anm. zu 8. 19.  (1877.) 
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indem ich statt [AB] nach dem allgemeinen Begriff der Summe 
($ 19.) schreibe [AR]-+-[RB] oder [RB] —[RA], und ebenso statt 
[CD] den Ausdruck [RD] —[RC] einftihre u. s. w., und indem ich 
dann[RA], [RC], . . . mit umgekehrtem Zeichen auf die andere Seite 
bringe, die Gleichung ableiten: 
2)...[RA]-+[RC]+-[RE]-+... = [RB]-+[RD]-++[RF]-+-..., 
wo beide Seiten gleich viel Glieder haben. Diese so einfache Um- 
gestaltung fiihrt direkt zu einer Reihe der schénsten und einfachsten 
Satze, wenn man nur noch bedenkt, dass man aus der zweiten 
Gleichung durch das riickgiingige Verfahren wieder die erste ge- 
winnen kann. Ndamlich erstens: 
»Wenn die Gesammtabweichung eines Punktes R von einer 
Punktreihe, gleich der Gesammtabweichung desselben Punktes 
von einer andern Punktreihe ist, welche aber eben so viel 
Punkte enthialt, wie jene erste: so gilt dasselbe auch fiir jeden 
andern Punkt, der stattR gesetzt werden mag, und es ist ferner 
die Summe der Strecken, welche von den Punkten der einen 
Reihe nach den entsprechenden der andern gezogen werden, 
gleich Null, wie man auch immer jene beiden Punktreihen als 
entsprechend setzen mége.“ 
Ferner : 
» Wenn die Summe mehrerer (m) Strecken null ist, so bleibt 
die Summe auch null, wenn man die Anfangspunkte, oder _ 
auch die Endpunkte beliebig unter sich vertauscht (z. B. statt 
AB und CD setzt AD und CB), und zugleich ist die Gesammt- 
abweichung der Endpunkte von jedem beliebigen Punkte R 
stets gleich der Gesammtabweichung der Anfangspunkte von 
demselben Punkte R.“ 
Als besondere Fille dieser allgemeinen Sitze erscheinen die, wo 
einige Punkte oder alle Punkte der einen oder der andern Reihe zu- 
sammenfallen. Fallen alle m Punkte der einen Reihe in einen 
Punkt S zusammen, so haben wir nun, da die Gesammtabweichung 
dieser m Punkte gleich der m-fachen Abweichung des einen Punktes 
S ist, die Satze in folgender Gestalt: 
» Wenn die Gesammtabweichung einer Reihe, welche m Punkte 
enthilt, von einem Punkte R, gleich ist der m-fachen Abweichung 
eines Punktes S von demselben Punkte R, so gilt dasselbe auch 
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in Bezug auf jeden andern Punkt, der statt R gesetzt werden 
mag, und die Gesammtabweichung jener Punktreihe von dem 
Punkte § ist null,“ 
‘und umgekehrt : 
» Wenn die Gesammtabweichung eines Punktes S von einer 
Reihe von m Punkten null ist, so ist die Gesammtabweichung 
irgend eines Punktes R von jener Reihe gleich der m-fachen 
Abweichung desselben Punktes von S.“ 
Aus dem letzten Satze folgt, dass es ausser dem Punkte S keinen 
andern gebe, welcher derselben Bedingung geniige; wir kénnen 
ihn daher mit einem einfachen Namen bezeichnen, und nennen 
ihn die Mitte jener Punktreihe*). Es ist also unter der Mitte 
einer Punktreihe, derjenige Punkt verstanden, dessen Gesammtab- 
-~weichung von jener Reihe null ist. Aus dem ersten dieser beiden 
Sitze ergiebt sich eine héchst einfache Konstruktion der Mitte. 
Nimlich ist die Mitte zwischen m Punkten zu suchen, so ziehe 
man. von irgend einem Punkte R die Strecken nach diesen Punkten, 
und mache RS gleich dem m-ten Theil von der Summe dieser 
Strecken (mach Aufg. 3 und 2), so ist S die Mitte. Lisst man 
bei allen friiheren Sa&tzen noch einige Punkte zusammenfallen, 
so erhailt man mehrfache Punkte, oder Punkte mit zugehérigen 
Koefficienten, und fiir sie gelten noch immer dieselben Sitze, 


z B.: Sind mPunkte A, .... Am mit den zugehdrigen Koefficienten 
% ...+.%m und n Punkte By ....B, mit den zugehérigen Koef- 
ficienten #,....n gegeben, und ist zugleich ay... 1m = 


Ai+...-fn, so wird immer, wenn die Gesammtabweichung des 
ersten, Vereins von irgend einem Punkte R gleich der des zweiten 
von demselben Punkte, d. h. 
ay [RAy] ++ etn [Rm] = As [RBy] +... Ba [RBa] 

ist, dasselbe auch gelten fiir jeden andern Punkt, der statt R ge- 
setzt werden mag. — Und auf gleiche Weise kénnten auch die 
iibrigen Sitze umgestaltet werden. — Wir haben hier, um sogleich 
eine Uebersicht zu geben, vorgegriffen, indem wir den Begriff der 


*) Ich habe mich iiber den Gebrauch dieses Namens statt des sonst 
iiblichen des Centrums der mittleren Entfernungen schon anderweitig gerecht- 
fertigt (Crelle’s Journal fiir die reine u. angew. Mathematik Bd. XXIV.). 
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Zahl mit aufgenommen haben, von dem in der abstrakten Wissen- 
schaft bisher noch: nicht die Rede sein konnte. 


§ 25. Die Anwendung unserer Wissenschaft auf die Statik 
und Mechanik ist vorzugsweise geeignet, die Bedeutung derselben 
ans Licht treten zu lassen. Betrachten wir zuerst, um das Ganze 
von Anfang an zu begriinden, die Neuton’schen Grundgesetze, so 
besteht das erste *) aus zwei ungleichartigen Theilen, deren ersterer, 
dass nimlich jeder ruhende Kérper im Zustande der Ruhe bleibt, 
bis eine Kraft ihn in Bewegung setzt, in dem Begriffe der Kraft, 
als Ursache der Bewegung, liegt, wahrend der andere Theil aussagt, 
dass jeder bewegte Korper, so lange keine Krafte auf ihn einwirken, 
- dieselbe Bewegung beibehalt, d. h. dass er in gleichen Zeiten stets 
gleiche Strecken (im Sinne unserer Wissenschaft, also gleich lange 
und gleichliiufige) beschreibt. Da diese fortgesetate Bewegung als 
eine fortdauernde Kraft erscheint, so kénnen wir dies Gesetz noch 


einfacher so ausdriicken : 


,Jede Hinwirkung einer Kraft auf die Materie ist zugleich die 
Mittheilung einer sich selbst stets gleich bleibenden (d. h. gleich 
stark und parallel bleibenden) Kraft an dieselbe. 


Diese mitgetheilte und nach der Mittheilung der Materie einwoh- 
nende Kraft ist demnach wohl zu unterscheiden von der Kraft, 
welche auf die Materie einwirkt (ihren Sitz also anderswo hat). 
Das zweite Neuton’sche Grundgesetz**) enthilt ebenfalls zwei un- 
gleichartige Theile, und jeder derselben enthilt eine Grundvoraus- 
setzung, welche aber in dem Neuton’schen Ausdrucke des Satzes 
etwas versteckt liegt. Nimlich ausser dem Zusammenhange be- 
trachtet, scheint der Satz weiter nichts aussagen zu wollen, als 
dass, wenn verschiedene Krifte auf dasselbe Theilchen wirkend 
gedacht werden, die mitgetheilten Bewegungen den Kriiften pro- 
portional und gleichgerichtet seien; allein dies wire kein Grund- 


*), ,Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uni- 
formiter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum, illum 
mutare.* New. phil, nat. prince. Lex. I. 

*#) Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri 
secundum lineam rectam, qua vis illa imprimitur.* 


44 Addition u. Subtr. der Strecken. § 25 


gesetz, sondern bloss die Anwendung des Begriffs der Kraft, indem 
die Kraft als supponirte Ursache der Bewegung nur durch diese 
bestimmt und gemessen werden kann. Aber dass dies auch nicht 
der Sinn jenes Satzes sein soll, ergiebt sich aus dem Zusammen- 
hange, und es zeigt sich, dass derselbe einestheils aussagen soll, 
wie dieselbe Kraft auf verschiedene Massen wirkt, und anderntheils, 
wie dieselbe Kraft auf denselben Korper in verschiedenen Zustinden 
seiner Bewegung wirkt, d. h. wie die einwirkende Kraft sich mit 
einer andern, die dem Kérper schon einwohnt, verbindet. Dies 
letztere wird so ausgedriickt, dass dann die Verinderung der Be- 
wegung in der Richtung, in welcher die Kraft wirkt, und ihr pro- 
portional erfolge. Fasst man diesen Begriff der Verinderung der 
einwohnenden Kraft durch die hinzutretende genauer auf, so ist er 
nichts anderes, als was wir unter der Addition verstanden, sobald wir 
uns die Krifte als Strecken vorstellen. Wir fassen daher diesen 
Theil des Grundgesetzes besser so auf: 


,»Zwei demselben Punkte mitgetheilte Krifte summiren sich.“ 
Der andere Theil jenes Gesetzes verwandelt sich, wenn wir das aus- 
scheiden, was schon im Begriff der Kraft liegt, oder aus ihm gefolgert 
werden kann, in das Grundgesetz : 


, Zwei materielle Theilchen, welche von irgend einer bewegenden 
Kraft gleiche Einwirkungen erleiden, erleiden auch durch jede 
andere bewegende Kraft gleiche Einwirkungen. “ 


Zwei solche Theilchen, die wir uns als Punkte, oder als Theile 
von unendlich kleiner Ausdehnung vorstellen kénnen, nennen wir 
dann an Masse gleich. Dass dies Gesetz die eigentliche Grundlage 
ist von jenem Theil des Neuton’schen Grundgesetzes, wiirde sich 
durch eine genaue Analyse desselben leicht ergeben, der Nachweis 
wiirde mich jedoch hier zu weit fiihren. Doch ist es wichtig, zu 
bemerken, wie wir hierdurch zu einem bestimmten und allgemeinen 
Maass der Kriafte gelangen, indem wir die Kraft gleich setzen 
kénnen der Strecke, welche ein materielles Theilchen, dessen 
Masse als Einheit der Massen zu Grunde gelegt ist, in der Zeitein- 
heit beschreibt, wenn jene Kraft ihm dauernd einwohnt, d. h. die 
Kraft, welche der Masseneinheit einwohnt, ist gleich ihrer Ge- 
schwindigkeit. Das dritte Neuton’sche Gesetz endlich, von der 
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_ Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung*), kénnen wir so aus- 
driicken : 
» Wenn zwei Theilchen von gleicher Masse auf einander wirken, 
so bleibt die Summe ihrer Bewegungen stets dieselbe, als wenn 
sie nicht auf einander wirkten.“ 
Hs ist iibrigens klar, wie die vier so eben dargestellten Gesetze 
von der Beharrung, der Summation der Krafte, der gleichen Masse 
und der gegenseitigen Einwirkung ins Gesammt nur Ein Haupt- 
gesetz darstellen, nimlich, dass die Krifte sich in ihrer Gesammtheit 
erhalten. Das Beharrungsgesetz sagt die Erhaltung der einzelnen 
Kraft an dem einzelnen Theilchen aus, das Summationsgesetz die 
Erhaltung zweier Krifte an dem einzelnen Theilchen in ihrer 
Summe, das letzte die Erhaltung der Gesammtkraft bei gegen- 
seitiger Kinwirkung, welches wiederum schon das dritte voraussetzt ; 
denn das dritte lehrt, indem es den Begriff der Masse begriindet, 
die Gesammtkraft eines Vereins von Punkten durch Addition der 
Kriafte, welche dic einzelnen an Masse gleichen Punkte erfahren, 
finden. 
§ 26. Daher kénnen wir durch Kombination dieser Sitze so- 
gleich den allgemeinen Satz aufstellen: 
,Die Gesammtkraft (oder die Gesammtbewegung), die einem 
Verein von materiellen Theilchen zu irgend einer Zeit ein- 
wohnt, ist die Summe aus der Gesammtkraft (oder der Ge- 
sammtbewegung), die ihm zu irgend einer friiheren Zeit ein- 
wohnte, und den simmtlichen Kriften, die ihm in der Zwischen- 
zeit von aussen mitgetheilt sind; wenn namlich alle Kriifte als 
Strecken aufgefasst werden von konstanter Richtung und Linge, 
und auf an Masse gleiche Punkte bezogen werden.“ 
Die einwohnende Kraft und die einwohnende Bewegung sind nim- 
lich nach dem vorigen § identisch. Der Beweis dieses Satzes liegt 
in den Grundgesetzen, wie wir sie vermittelst der Begriffe unserer 
Wissenschaft umgestaltet haben, vollstindig vorbereitet. Jede ein- 
zelne Kraft erhilt sich, jede neu einwirkende Kraft summirt sich, 
und die gegenseitigen Krifte je zweier P. von gleicher Masse an- 


*) Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem, sive corporum 
duorum actiones in se mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi, 
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dévn die Gesammtkraft beider Punkte nicht, also andern auch die 
simmtlichen gegenseitigen Krifte des ganzen Punktvereins ‘die Ge- 
sammtkraft desselben nicht. Eine specielle Folgerung dieses 
Satzes ist die, dass, so lange keine Kraft von aussen hinzutritt, 
die Gesammtkraft, oder die Gesammtbewegung, die dem Verein 
einwohnt, konstant bleibt. Ist p die Gesammtkraft, die einem 
Verein von m an Masse gleichen Punkten, deren Masse wir als 
Binheit zu Grande legen, zu irgend emer Zeit einwohnt, und 
ys ‘@, sind die Lagen dieser Punkte zu jener Zeit, und 
Py eee. Bm sind die Lagen, worin dieselben nach Verlauf einer 
Zeiteinheit tibergehen wiirden, wenn die Gesammtkraft ‘konstant 
bliebe, so ‘haben wir die 'Gleichung 
I)... [@PiJ+. + [mn Pm] =p. 
Wir wollen nun alles auf einen Punkt des Systems beziehen, den 
wir ‘aber vorliufig noch ganz ‘unbestimmt lassen, und nachher so 
bestimmen wollen, dass seme Bewegung sich vollstiindig ergiebt. 
Es habe dieser Punkt zu jener Zeit die Lage @; bei konstanter 
Gesammtkraft gehe nach einer Zeiteinheit @ in @ iiber, so hat man 
[A] = [eve] + [eA] +- [871] 
nach der allgemeinen Definition der Summe. Da mun, wenn man 
auf diese Weise in alle Glieder der Gleichung (1) ‘substituirt, [af] 
selbst m-mal vorkommt, so erhilt man 
2) ....'([eqe] -.... [eemee]) -m[ee] ([261)++---- [P8x)) pai 
Bestimmen wir nun den Punkt @ als Mitte der Punkte @, .... am 
und § als Mitte von 6, ....@m, so fallen die Summenglieder weg, 
weil die Gesammtabweichung einer Punktreihe von ihrer Mitte nach 
§ 24 null ist, und man hat 
3)... . mlop] =p oder [as] == 

d. h., ‘wenn ‘wir statt des Namens der Mitte den ‘in der Statik ttblichen 
des Schwerpunktes einfiihren, und m die Masse des ‘ganzen Vereins 
nennen : 

»Der Weg, den der Schwerpunkt in der Zeiteinheit beschreiben 

wiirde, wenn die’ dem Verein einwohnende Gesammtkraft wahrend 

derselben konstant blicbe — oder kiirzer ausgedriickt, die Ge 

schwindigkeit des Schwerpunktes — ist gleich der Gesammt- 

kraft dividirt durch die Masse.“ 
Da nun dieselbe Gleichung (3) ‘auch ‘stattfinden wiirde, wenn 
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sdmmtliche mPunkte in einem Punkte vereinigt waren, so kann man 
sagen : 
»Die Bewegung des Schwerpunktes eines Systeins ist dieselbe, 
als ob die gesammte Masse ihm ‘einwohnte, und simmtliche 
Kriafte, die auf ‘das System wirken, auf ihn allein einwirkten. 4 
§ 27. Mit dieser so héchst einfachen Beweisfiihrung ist alles 
dargestellt, was in den bisherigen Lehrbiichern der Mechanik ver 
mittelst weitliufiger Rechnungsapparate abgeleitet wird, und was 
wir z. B. in La Grange méec. an. p. 45 —48 und 257 — 262 der 
letzten Ausgabe entwickelt finden. —- Und ansere Entwickelung 
wiirde noch einfacher ausgefallen sein, wenn wir uns der in den 
folgenden Kapiteln entwickelten Begriffe und Rechnitngsgesetze 
haitten bedienen kénnen. Aber der wesentlichste Vorzug ‘unserer 
Methode ist nicht der der Kiirze, sondern vielméhr der, dass jeder 
Fortschritt in der Rechnung zugleich der reine Ausdtuck des be- 
grifflichen Fortschreitens ist, wihrend bei der bisherigen Méthode 
der Begriff durch Einfithrung dreier willkiihrlicher Koordinatenaxen 
génzlich in den Hintergrund gestellt wird. Und ich kann hoffen, 
schon ‘durch ‘die hier gegebene Entwickelung diesen Vorzug der 
neuen Analyse zur Anschauung gebracht zu haben, obgleich derselbe 
bei jedem Fortschritt in unserer Wissenschaft in ein iitmer helleres 
Licht treten wird, und erst nach Vollendung des Ganzen in seiner 
vollen Klarheit hervortreten kann. 


= 


_ Lweites Kapitel. 


Die &ussere Multiplikation der Strecken. 


§ 28. Wir gehen zuerst von der Geometrie aus, um aus ihr 
die Analogie zu gewinnen, nach welcher die abstrakte Wisséen- 
schaft fortschreiten muss, ‘und sogleich eine anschauliche Idee vor 
Augen zu haben, welche uns durch die unbekannten und oft’ be- 
schwerlichen Wege der abstrakten Entwickelung geleite. Wir ge- 
langen von der Strecke zu einem riumlichen Gebilde hoherer 
Stufe, wenn wir die ganze Strecke, d. h. jeden Punkt derselben. 
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eine neue der ersteren ungleichartige Strecke beschreiben lassen, 
so dass also alle Punkte eine gleiche Strecke konstruiren. Der 
so erzeugte Flachenraum hat die Gestalt eines Spathecks (Parallelo- 
gramms). Setzen wir nun zwei solche Flichenréume, die derselben 
Ebene angehiren, als gleich bezeichnet, wenn man beim Uebergang 
aus der Richtung der bewegten Strecke in die Richtung der durch 
die Bewegung konstruirten, beidemale nach derselben Seite hin (z. B. 
beidemale nach links hin) abbiegen muss, als ungleich bezeichnet, 
wenn nach entgegengesetzter, so ergiebt sich sogleich nachstehendes 
eben so einfache als allgemeine Gesetz: 
Wenn in der Ebene eine Strecke sich nach einander um be- 
liebige Strecken fortbewegt, so ist der gesammte dadurch be- 
schriebene Flichenraum (wenn man die Vorzeichen der ein- 
zelnen Flichentheile in der angegebenen Weise setzt) eben so- 
gross, als ob sie sich um die Summe jener Strecken fortbe- 
wegt hiitte.“ 
Oder 
» Wenn in der Ebene eine Strecke sich zwischen zwei festen 
Parallelen fortbewegt, so dass sie zu Anfang in der einen, zuletzat 
in der andern liegt, so ist der dadurch erzeugte gesammte 
Flichenraum stets gleich gross, auf welchem (geraden oder ge- 
brochenen) Wege sie sich auch dahin bewegt haben mag, so 
bald man nur das angenommene Zeichengesetz festhilt. “ 
Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem genannten Satze, dass Pa- 
rallelogramme, die von derselben Grundseite aus bis nach derselben 
Parallele hin sich erstrecken, gleichen Flachenraum haben. Wie 
hieraus jener Satz hervorgeht, ergiebt sich leicht aus der Figur 
(vergl. Figur 9). Betrachtet man nimlich zuerst die unendlichen 
geraden Linien ab und cd als die festen Parallelen, und ver- 
gleicht die Flichenriume, welche entstehen, wenn sich ab einer- 
seits um die Strecke ac, andererseits um die gebrochene Linie aec 
bewegt, so ist der Anblick der Figur hinreichend, um sich ver- 
mittelst des angefiihrten Satzes von deren Gleichheit zu _ iiber- 
zeugen. Aber ebenso wenn man die Parallelen ab und ef als die 
festen betrachtet, und die Flichenriume vergleicht, welche ent- 
stehen, wenn sich ab einestheils um ae, anderntheils um ac und dann 
wm ce forthewegt, so tiberzeugt man sich leicht von der Richtig- 
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keit des obigen Satzes auch fiir diesen Fall, wenn man nur festhilt, 
dass die Flichenriume, welche durch Bewegung der Strecke ab nach 
den Richtungen ac und ce entstehen, entgegengesetzt bezeichnet sind, 
zu ihrer Summe also den Unterschied der absoluten Flichenriume 
haben. Daraus fliesst dann durch wiederholte Anwendung der zu 
erweisende Satz. 


§ 29. Es ist an sich klar, dass die angefiihrten Satze (aus 
denselben Griinden) auch gelten, wenn man in den Spathecken, aber 
dann auch in allen gleichzeitig, die bewegte Seite und die die Be- 
wegung messende gegen einander austauscht. Also hat man den 
Satz: 


»Der Flaichenraum, den in der Ebene eine gebrochene Linie 

beschreibt, ist gleich dem der geraden Linie, welche mit jener 

gleichen Anfangspunkt und Endpunkt hat“ 
oder : 

»Der gesammte Flaichenraum, den in einer Ebene die Seiten 

einer geschlossenen Figur bei ihrer Fortbewegung beschreiben, 

ist allemal null.“ 
Aus den Sitzen dieses und des vorigen § folgt, vermittelst der in 
der allgemeinen Formenlehre § 9. entwickelten Begriffe, dass die- 
jenige Verkniipfung der beiden Strecken a und b, deren Ergebniss 
der durch die Bewegung der ersten um die zweite erzeugte Flichen- 
raum ist, eine multiplikative sei, weil, wie sich sogleich zeigt, die- 
jenige Beziehung zur Addition fiir sie gilt, welche eine Verkniipfung 
als multiplikative bestimmt. Nimlich wahlen wir fiir den Augen- 
blick noch das allgemeine Verkniipfungszeichen (~) zur Bezeichnung 
jener Verkniipfungsweise, und schreiben die bewegte Strecke voran, 
so hat man nach dem vorigen § 

an(b-+-c)=a-b+ar-c 
und nach den Sitzen dieses § 
(b-+-c)-a=b-a-+cra. 

Und dies waren nach § 9. die Beziehungen, welche eine Verknii- 
pfung als multiplikative bestimmen. Die besondere Higenthiimlich- 
keit dieser Multiplikation und die darauf begriindete Benennungs- 
und Bezeichnungsweise wollen wir in der streng wissenschaftlichen 


Darstellung angeben. 
4A 


50. Aeussere: Multiplikation der Strecken. § 30 


§ 30. In der hier dargestellten Beziehung liegt die beredteste 
Rechtfertigung des von uns im vorigen Kapitel aufgestellten Addi- 
tionsbegriffes. In der That, wenn man eine Gleichung hat, deren 
Glieder Strecken in derselben Ebene, aber von ungleicher Richtung 
sind, und welche nicht mehr gilt, wenn man statt der Streeken ihre 
Lingen setzt, und so die Gleichung zu einer algebraischen macht, so 
koénnen wir diese scheinbare Disharmonie zwischen geometrischen 
und algebraischen Gleichungen sogleich aufheben, wenn wir das 
ganze System jener Strecken in derselben Ebene fortbewegen, und 
die dadurch entstehenden Flaichenriiume in die Gleichung einftihren, 
oder anders ausgedriickt, wenn wir die Gleichung mit einer Strecke 
derselben Ebene multipliciren. Fir die so entstehenden Flachen- 
riume gilt nun, wie wir so eben nachwiesen, die angenommene 
Gleichung auch in algebraischer Weise, sobald man nur das an- 
gegebene Zeichengesetz beobachtet. Auch ist klar, dass erst jetzt, 
da die Flichenriume als Theile derselben Ebene einander gleichartig 
geworden sind, der Begriff der algebraischen Addition anwendbar 
sem kann. Jene scheinbare Disharmonie besteht indessen noch 
fort, wenn die Strecken nicht alle in einer Ebene lagen, eben weil 
dann die durch Fortbewegung entstandenen Flaichenriume auch ver- 
sehiedenen Ebenen angehéren, und also selbst noch als verschieden- 
artig angesehen werden miissen. Offenbar wird diese Verschieden-_ 
artigkeit nun aber aufgehoben, wenn man die Gesammtheit jener 
Flaichenraume noch nach einer andern Richtung bewegt, und die da- 
durch entstehenden Kérperraume betrachtet, da diese, als demselben 
Einen unendlichen Raume angehirig, einander gleichartig sind. Und 
man tibersieht leicht genug, dass, wenn man. von der Gleichheit der 
Spathe (Parallelepipeda)*), welche zwischen denselben parallelen 
Ebenen liegen, ausgeht, man auf gleiche Weise fiir sie, wie vorher 
fiir die Spathecke (Parallelogramme), die algebraische Giiltigkeit 
der auf die angegebene Weise entstandenen Gleichungen beweisen,. 
und iiberhaupt die den obigen entsprechenden Sitze aufstellen kann. 
Nachdem wir so den Begriff der Multiplikation fiir die Geometrie 
zur Anschauung gebracht haben, so kénnen wir nun zu unserer 


*) Der Ausdruck Spath statt Parallelepidum bedarf wohl kaum einer 
Rechtfertigung, aus ihm ist der Name Spatheck hergeleitet. 
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Wissenschaft zurtickkehren, um in ihr den rein abstrakten, von aller 
Betrachtung des Raumes unabhingigen Weg zu verfolgen. 

§ 31. Im ersten Kapitel betrachteten wir die Ausdehnungen, 
wie sie durch einfache Erzeugung aus dem Elemente hervorgingen ; 
und die Verkniipfung dieser Ausdehnungen, sofern dadurch wieder 
Ausdehnungen derselben Gattung, d. h. solche, die ihrerseits wie- 
der durch einfache Erzeugung aus dem Elemente ableitbar sind, 
entstanden, haben wir vollstindig der Betrachtung unterworfen, 
und nachgewiesen, dass dieselbe als Addition oder Subtraktion 
aufzufassen sei. Die weitere Entwickelung fordert also die Erzeu- 
gung neuer Gattungen der Ausdehnung. Die Art dieser Erzeugung 
ergiebt sich sogleich analog der Art, wie aus dem Elemente die 
Ausdehnung erster Stufe erzeugt wurde, indem man nun auf gleiche 
Weise die stimmtlichen Elemente einer Strecke wiederum einer 
andern Erzeugung unterwerfen kann; und zwar fordert die Hin- 
fachheit der neu zu erzeugenden Griésse die Gleichheit der Erzeu- 
gungsweise fiir alle Elemente, d. h. dass alle Elemente jener 
Strecke a eine gleiche Strecke b beschreiben. Die eine Strecke a 
erscheint hier als die erzeugende, die andere b als das Maass der 
Erzeugung, und das Ergebniss der Erzeugung ist, wenn a und b 
ungleichartig sind, ein Theil des durch a und b bestimmten Syste- 
mes zweiter Stufe, muss also als Ausdehnung zweiter Stufe aufge- 
fasst werden. Wollen wir nun, wie es der Gang der Wissenschaft 
fordert, dass die Ausdehnung zweiter Stufe zu dem System zweiter 
Stufe dieselbe Beziehung haben soll, wie die Ausdehnung erster 
Stufe zu dem System erster Stufe, so muss zuerst das System 
zweiter Stufe als ein einfaches, d. h. aus gleichartigen Theilen be- 
stehendes angesehen, und in diesem Sinne die Ausdehnung zwei- 
ter Stufe als Theil dieses Systems und als wieder Theile desselben 
in sich enthaltend aufgefasst werden, woraus denn folgt, dass zwei 
Ausdehnungen zweiter Stufe, welche demselben Systeme zweiter 
Stufe angehdren, als gleichartig erscheinen und daher, wenn sie 
in demselben Sinne erzeugt sind, zur Summe die Vereinigung bei- 
der zu Einem Ganzen haben. Wir bezeichnen nun das auf diese 
Weise aus a und b entstandene Erzeugniss vorliufig, nimlich so 
lange, bis wir die Art dieser Verkniipfung naher bestimmt haben, 


mit a~b, und verstehen vorliufig ,unter a~b, wo a und b Strecken 
4* 
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sind, diejenige Ausdehnung, welche erzeugt wird, wenn jedes 
Element von a die Strecke b erzeugt, und zwar diese Ausdehnung 
als ein den iibrigen gleichartiger Theil des Systemes zweiter Stufe 
aufgefasst.“ Diese Definition dehnen wir nun auf beliebig viele 
Glieder aus, und verstehen vorliufig: ,unter a-~b-~c..., wo a, b, ¢... 
beliebig viele, etwa n, Strecken sind, diejenige Ausdehnung, welche 
entsteht, wenn jedes Element von a die Strecke b erzeugt, jedes 
der so entstandenen Elemente die Strecke ¢ erzeugt u. s. w., und 
zwar diese Ausdehnung als allen iibrigen Theilen desselben Systemes 
n-ter Stufe gleichartig gesetzt. Wir nennen die so erzeugte Aus- 
dehnung eine Ausdehnung n-ter Stufe.“ 

§ 32. Da die Ausdehnungen n-ter Stufe, sofern sie dem- 
selben Systeme n-ter Stufe angehéren, einander gleichartig gesetzat 
wurden, so gilt fiir sie der Begriff, den wir in § 8 fiir die Summe 
des Gleichartigen aufgestellt haben, dass sie nimlich, wenn das 
Gleichartige auch in gleichem (nicht entgegengesetztem) Sinne er- 
zeugt ist, das Ganze sei, zu dem jene gleichartigen Summanden 
die Theile bilden. Somit gelten auch saimmtliche Gesetze der 
Addition und Subtraktion fiir diese Verkniipfung der gleichartigen 
Ausdehnungen. Um daher die Beziehung der im vorigen Paragra- 
phen dargestellten neuen Verkniipfungsweise zur Addition aufzu- 
fassen, werden wir zunichst die Addition gleichartiger Gréssen in 
Betracht ziehen. Hs ergiebt sich hier unmittelbar, wenn A und A, 
zwei gleichartige und zwar auch in gleichem Sinne erzeugte Aus- 
dehnungsgréssen von beliebiger Stufe sind, und b eine Strecke dar- 
stellt, dass allemal 

(A-+-A)-b=A-~b-+A,~b 
ist, wo auch wiederum A-~b und A,~b gleichartig sind, und wo 
das Verkniipfungszeichen die neue Verkniipfungsweise darstellen 
soll. Da nimlich (A+-A,) das Ganze ist aus A und Ay, so bedeutet 
(A-++A,)-b die Gesammtheit der Elemente, welche entstehen, wenn 
jedes Element von A und von A, die Strecke b erzeugt, oder, was 
dasselbe bedeutet, wenn jedes Element von A die Strecke b erzeugt 
und ebenso jedes Element von Ay, d. h.: es ist gleich A~b-+-A, ~b. 
Ebenso folgt aber auch, dass 

A-(b-+b))=A-~b+A.~by 
ist, wenn b und by in gleichem Sinne erzeugt sind. Denn A~(b-+-b,) 
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bedeutet die Gesammtheit der Elemente, welche hervorgehen, wenn 
jedes Element von A die Strecke (b-+b,) erzeugt, d.h. wenn 
jedes Element von A zuerst die Strecke b erzeugt, und dann jedes 
der um b geanderten Elemente von A die Strecke b, erzeugt. 
Wenn zuerst jedes Element von A die Strecke b erzeugt, so ist 
die Gesammtheit der so erzeugten Elemente A-~b; alsdann soll 
jedes der Elemente von A, nachdem es sich um b geiandert hat, 
die Strecke b, erzeugen. Nun haben wir aber in § 20 gezeigt, 
dass, wenn alle Elemente einer Strecke sich um gleich viel an- 
dern, die so hervorgehende Strecke der ersteren gleich sei. Das- 
selbe werden wir nun auch auf Ausdehnungen beliebiger Stufen 
iibertragen kémnen, da diese namlich als Verkniipfungen von 
Strecken dargestellt sind, also als gleich betrachtet werden miissen, 
wenn die Strecken es sind, durch deren Verkniipfung sie gebildet 
sind. Also wird die Ausdehnungsgrésse A, nachdem sich alle ihre 
Elemente um b geindert haben, noch sich selbst gleich geblieben 
sein. Wenn also alle Elemente von A, nachdem sie sich um b 
geindert haben, die Strecke b, erzeugen, so wird dieselbe Aus- 
dehnungsgrésse hervorgehen, als wenn alle Elemente von A unmit- 
telbar die Strecke b, erzeugt hitten, d. h. es wird die Ausdeh- 
nungsgrésse A~b, hervorgehen. Also werden im Ganzen die Aus- 
dehnungen A-~b und A-~b, erzeugt, und ihre Gesammtheit wird 
gleich A~(b-+ b,) sein, d. h. 
Axn(b-+- by) =A-b+ A-by. 

Es ist klar, dass man durch wiederholte Anwendung dieses Be- 
ziehungsgesetzes dasselbe auf beliebig viele Faktoren ausdehnen 
kann. Da dies Gesetz nach § 10 das Grundgesetz der Multiplikation 
ist, so werden wir sagen, die neue Verkniipfungsweise habe zur Ad- 
dition des in gleichem Sinne erzeugten die multiplikative Beziehung, 
somit werden auch alle daraus abgeleiteten Gesetze (§ 10) hier 
gelten, und namentlich das Grundgesetz auch bestehen bleiben, 
wenn einige der Gréssen negativ, also mit den positiven in ent- 
gegengesetztem Sinne erzeugt sind. Nun haben wir das in gleichem 
und das in entgegengesetztem Sinne erzeugte unter dem Namen 
des Gleichartigen zusammengefasst (§ 8), und werden also sagen 
kénnen, unsere Verkniipfungsweise habe itiberhaupt zur Addition 
des Gleichartigen die Beziehung, welche der Multiplikation im 
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Verhiltniss zur Addition zukomme*). Hiermit ist nun unsere 
Verkniipfung nach § 12 als Multiplikation nachgewiesen, und wir 
fiihren daher fiir sie auch sogleich die multiplikative Bezeichnung 
ein. Es ergiebt sich nun unmittelbar aus dem im vorigen § ge- 
gebenen Begriffe dieser Verkniipfungsweise, ,dass ein Produkt, in 
welchem zwei Faktoren gleichartig, oder iiberhaupt in welchem die 
n Faktoren von einander abhangig sind, d. h. einem System von 
niederer Stufe als der n-ten angehdren, als null zu betrachten 
ist ;“ hierzu gehért auch der Fall, wo einer der Faktoren null ist, 
sofern einerseits die Null immer als abhingig gedacht werden kann, 
andererseits das mit ihr gebildete Produkt null ist. Aber auch 
umgekehrt folgt, ,dass, wenn die Faktoren von einander unabhin- 
gig sind, das Produkt immer einen geltenden Werth habe,“ indem 
es dann einen bestimmten Theil jenes Systemes n-ter Stufe dar- 
stellt. Es bleibt uns nur noch iibrig, zu zeigen, dass jene Be- 
ziehung auch fiir die Addition ungleichartiger Strecken giiltig sei. 
Dies darzuthun, soll nun die Aufgabe der folgenden Paragraphen 
sein. 

§ 33. Diese allgemeine Beziehung beruht bei zwei Faktoren 
wesentlich auf dem Satze, dass wenn b und b, gleichartige Strecken 
sind, 

(a+b). b= a.b, und b.(a+-b,) =b.a 
sei. Hs sei, um dies zu erweisen, a—=[af], wo & und # Elemente 
sind (vergl. Fig. 10), und by =(@y] also a+b, =[ay] nach der 
Definition der Summe (§ 19). Ferner sei 
b=[ee'] = [68] =[y7’]. 

Nach dieser Bezeichnung ist nun die Ausdehnung [@ff'a’], wenn 
wir darunter die von den Strecken af, Bf, fa’, ec begriinzte 
Ausdehnung verstehen, gleich a.b und die Ausdehnung [ayy a’] 
gleich [ay].b, d. h. gleich (at-b,).b, und die Gleichheit dieser 
beiden Ausdehnungen bleibt also zu erweisen. Vermége der vor- 
ausgesetzten Gleichartigkeit von b und b, sind f, y, f’, y Ele- 
mente desselben Systemes erster Stufe, und wenn wir zuniichst 
voraussetzen, dass b und b, auch in gleichem Sinne erzeugt sind 


*) Vergl. hier tiberall § 12, wo das gleiche Eingehen der Theile in die 
Verkniipfung zum Princip der Entwickelung gemacht ist. 
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(§ 8), so ist [6y] im gleichem Sinne erzeugt mit [yy], d. h. y 
liegt zwischen § und y *), und ebenso ist [@6'] in gleichem Sinne 
erzeugt mit [f'y'], weil namlich dies letztere nach § 20 gleich 
[fy] ist, also liegt auch # zwischen denselben beiden Elementen 
8 und y, und diese letztern sind also die dussersten von den ge- 
nannten vieren. Daraus folgt, dass 
[a8 Fa'| = [a8yo'|—[a’py] 
und 
[eery'e!| = [bya] — [3] 
sei. Nun sind aber die Ausdehnungen @fy und a’f’y einander 
gleich, weil die letztere aus der ersteren durch Aenderung aller 
Elemente um die Strecke b hervorgeht, und dabei nach § 20 alle 
Strecken gleich bleiben, also auch die Ausdehnungen zweiter Stufe, 
indem jede solche nur eine Gesammtheit von Strecken darstellt. 
Somit werden auch die Ausdehnungen [@ff'e'] und [ayy'e’] ein- 
ander gleich sein, da sie aus dem Gleichen auf dieselbe Weise 
entstanden sind; d. h. 
a. b=(a-+b,).b**). 
Dieser Beweis ist zuniichst nur fiir den Fall gefiihrt, dass b und b, 
in gleichem Sinne erzeugt sind; um die Giiltigkeit desselben Ge- 
setzes auch fiir den Fall der in entgegengesetztem Sinne erfolgten 
Erzeugung darzuthun, sei a-+-b,=c, so ist as=e—b, und wir 
erhalten 
c. b= (¢— by). b oder = (e+ (—by))-b, 
d. h. das eben dargestellte Gesetz gilt auch, wenn die eben durch 
b und b, bezeichneten Strecken in entgegengesetztem Sinne er- 
zeugt sind, also tiberhaupt, wenn sie gleichartig sind. Ganz genau 
auf dieselbe Weise folgt nun auch, dass, wenn b und b, gleichartig 
sind, auch 
b.(a-+-b,) =b.a 
sei. Ist hier a gleich null, so hat man b.b, gleich null; d. h. 
das Produkt zweier gleichartigen Strecken ist null, wie dies auch 
aus dem Begriff unmittelbar hervorgeht. 


*) Die Bedeutung des hier gebrauchten bildlichen Ausdrucks in der 
abstrakten Wissenschaft ist wohl an sich klar. 
**) Eg ist leicht zu sehen, dass dies nur der auf die abstrakte Wissen- 
schaft iibertragene Beweis fiir den entsprechenden geometrischen Satz ist. 
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§ 34. Dasselbe lasst sich nun auch erweisen, wenn in einem 
Produkte aus mehreren Faktoren irgend zwei auf einander folgende 
Faktoren auf die angegebene Weise zerstiickt sind. Namlich da das 
Gleiche mit dem Gleichen auf dieselbe Weise verkniipft wieder 
Gleiches giebt (§ 1), so muss auch, wenn P irgend eine Faktoren- 
reihe bezeichnet 

(a+b,).b.P=a.b.P 
sein. Demnichst lasst sich zeigen, dass bei Vertauschung der 
Faktoren der absolute Werth derselbe bleibt. Namlich a.b.c.... 
bedeutet die Ausdehnung, welche aus einem als Ursprungselement 
gesetzten Elemente dadurch hervorgeht, dass dasselbe zuerst die 
Strecke a erzeugt, dann jedes Element dieser Strecke die Strecke 
b, dann jedes so entstandene Element die Strecke ¢ erzeugt u. s. w. 
Alle Elemente der so gebildeten Ausdehnung gehen somit aus 
dem angenommenen Ursprungselemente durch Aenderungen her- 
vor, welche mit a, b, ¢,... gleichartig sind, aber deren Grdésse 
nicht iiberschreiten, und die Gesammtheit der so erzeugbaren 
Elemente ist eben jene Ausdehnung. Da es nun auch fiir’s Resultat 
gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge diese Aenderungen sich 
an einander schliessen (§ 17), so wird man von demselben Ur- 
sprungselemente aus bei beliebiger Reihenfolge der Faktoren 
a, b, c,... stets zu derselben Gesammtheit von Elementen ge- 
langen, welche die Ausdehnung konstituiren; d. h. alle solche Pro- 
dukte werden denselben absoluten Werth darstellen. Es werden 
also die friher fiir die ersten beiden Faktoren soleher Produkte 
erwiesenen Gesetze fiir je zwei andere Faktoren auch gelten, so- 
fern nur die Vorzeichen entsprechend gewahlt werden diirfen. Die 
Vorzeichen kénnen nur in so fern willkiirlich gewahlt werden, als 
sie noch nicht durch Definitionen bestimmt sind. Auf dieselbe 
Weise nun, wie wir fiir zwei Faktoren die Zeichen nur so wihlen 
konnten, dass auch dem Zeichen nach 
(a+ b,).b—=a.b und a.(b-+a,)—a.b 
wurde, auf dieselbe Weise werden wir auch, wenn beliebig viele 
Faktoren vorhergehen, diese Zeichenbestimmung festhalten, und 
also nicht nur dem absoluten Werthe nach, sondern auch dem 
Zeichen nach 
P.(a+b,).b=P.a.b und P.a.(b-+a,) =P.a.b 
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setzen mtissen, wo P ein Produkt von beliebig vielen Faktoren vor- 
stellt. _ Da dieselbe Beziehung auch fortbesteht, wenn noch beliebig 
viele Faktoren folgen, so haben wir fiir diese besondere Art der Mul- 
tiplikation das Gesetz gewonnen, dass man, wenn ein Faktor einen 
Summanden enthilt, welcher mit einem der angrinzenden Faktoren 
gleichartig ist, diesen Summanden weglassen kann, worin denn schon 
liegt, dass, wenn zwei aneinander grinzende Faktoren gleichartig 
werden, das Produkt null wird. Dies Gesetz, in Verbindung mit der 
allgemeinen multiplikativen Beziehung zur Addition des Gleichar- 
tigen , bedingt alle ferneren Gesetze dieser besonderen Art der Mul- 
tiplikation, die wir hier betrachten, und kann daher als Grundgesetz 
fiir dieselbe aufgefasst werden. Wir nennen diese Art der Multipli- 
kation eine dussere, und wihlen als specifisches Zeichen fiir sie den 
Punkt, wihrend wir das unmittelbare Aneinanderschreiben als all- 
gemeine Multiplikationsbezeichnung festhalten *). 

§ 35. Aus diesem Grundgesetze nun und jenem Beziehungs- 
gesetze leiten wir die iibrigen Gesetze dieser Multiplikation auf rein 
formelle Weise ab. Man hat durch Kombination beider, wenn P und 
Q beliebige Faktorenreihen, a, und bh, aber Strecken bezeichnen, die 
mit a und b gleichartig sind, 

P.(a + a, + by).b.Q=P. (a+ a).b.Q 
=P.a.b.Q+P.a.b.Q 
=P.a.b.Q+ P. (a, + by).b.Q; 

oder da a, + b, jede Strecke vorstellen kann, welche in dem durch 
a und b bestimmten Systeme zweiter Stufe liegt (nach dem Begriffe 
dieses Systems **) ), so hat man, so lange a, b, ¢ demselben Systeme 
zweiter Stufe angehéren, 


P.(a+c).b.Q=P.a.b.Q + P.c.b.Q; 


d. h. es gilt auch fiir diesen Fall noch die allgemeine multiplikative 
Beziehung zur Addition, Hieraus nun folgt sogleich, dass 
Pith Q—=—Pwbsia.Q 


*) Ich habe hier die in der ersten Auflage gewiihlte Bezeichnung bei- 
behalten. In der Ausdehnungslehre von 1862, so wie in meinen spdteren 
Arbeiten habe ich fiir die Hussere Multiplikation, wie tiberhaupt ftir die auf 
ein Hauptgebiet beztigliche, die scharfe Klammer als charakteristische Be- 
zeichnung gewahlt. (1877.) 

**) Vergl. § 16. 
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ist, oder dass man zwei an einander griinzende Faktoren eines ausseren 
Produktes, wenn sie Strecken sind, nur mit Zeichenwechsel ver- 
tauschen darf. In der That, da 
P.(atb).(a+b).Q=0 
ist, weil zwei aneinander griinzende Faktoren gleichartig sind; so 
erhalt man mit Anwendung des so eben erwiesenen Gesetzes, und 
weil P.a.a.Q und P.b.b.Q ebenfalls null sind, 
P.a.b.Q—+ P.b.a.Q=0, d.h. 
P.a.b.Q=—P.b.a.Q. 

Ich werde dies merkwiirdige Resultat nachher noch ausfiihrlicher 
durchgehen, um jetzt zu den wichtigen Folgerungen iiberzugehen, 
welche aus diesem Vertauschungsgesetze fliessen. Es ergiebt sich 
daraus, dass, wenn ein einfacher Faktor (so nennen wir namlich einen 
Faktor, der eine Ausdehnung erster Stufe oder eine Strecke darstellt), 
zwei solche Faktoren iiberspringt, das Produkt gleiches Zeichen. be- 
halt, indem die zweimalige Aenderung des Vorzeichens wieder zu 
dem urspriinglichen Vorzeichen zuriickfiihrt, also auch, dass tiber- 
haupt, wenn ein einfacher Faktor eine gerade Anzahl einfacher Fak- 
toren iiberspringt, das Vorzeichen des Produktes dasselbe bleibt, hin- 
gegen, wenn eine ungerade, sich in das entgegengesetzte verwandeln 
muss, sobald der ganze Ausdruck denselben Werth behalten soll. 
Somit miissen die Gesetze, welche fiir zwei an einander granzende 
Faktoren gelten, auch fiir getrennte fortbestehen; denn man kann 
den einen der beiden getrennten Faktoren an den andern heranriicken, 
wobei sich das Vorzeichen entweder tindert oder nicht, je nachdem 
er dabei eine ungerade oder gerade Anzahl einfacher Faktoren iiber- 
springt, kann nun die Gesetze, die fiir zwei an einander grinzende 
Faktoren gelten, anwenden, und dann in allen Produkten wieder 
jenen Faktor auf seine alte Stelle zuriickriicken, wobei das Vor- 
zeichen offenbar jedesmal wieder das urspriingliche werden muss*). 
Also wenn irgend zwei einfache Faktoren eines Produktes aus Stiicken 
bestehen, welche demselben Systeme zweiter Stufe angehiéren, so gilt 
das Beziehungsgesetz der Multiplikation zur Addition, und da, wenn 


*) Denn tnderte es sich vorher nicht, so dndert es sich auch jetzt 
nicht, da der Faktor wieder dieselbe Faktorenzahl tiberspringt; uinderte es 
sich vorher aber, so ndert es sich jetzt wieder (aus demselben Grunde), wird 
also wieder das urspriingliche. 
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zwei einfache Faktoren gleichartig werden, nach § 33. das Produkt 
mull ist, so folgt, dass man Stiicke, welche den tibrigen Faktoren 
gleichartig sind, aus einem Faktor weglassen oder ihm hinzufiigen 
kann, ohne den Werth des Produktes zu aindern. Daraus folgt so- 
gleich, was auch schon nach § 32. aus dem Begriffe hervorging, dass 
das Produkt von nStrecken, die von einander abhingig sind, null ist ; 
denn eine derselben muss sich dann als Summe von Stiicken darstellen 
Jassen, die den andern gleichartig sind; und diese kann man dann 
nach dem eben erwiesenen Satze in dem Produkte weglassen; also 
statt jener Summe null setzen, wodurch das Produkt selbst null wird. 

§ 36. Aus dem Hauptsatze des vorigen § folgt der allgemeine 
Satz, dass, 

»wenn in einem Produkte von n einfachen Faktoren einer der- 

selben zerstiickt ist, und zwar so, dass alle Faktoren und Stiicke 

demselben Systeme n-ter Stufe angehdren, die multiplikative 

Beziehung noch fortbesteht.“ 
Denn es sei a.b...... (p ++ q) dies Produkt, in welchem die (n+ 1) 
Strecken a, b,....p, q demselben Systeme n-ter Stufe angehoren 
solen, Zuerst wollen wir annehmen, dass ein Stiick des letzten Fak- 
tors nebst den simmtlichen tibrigen Faktoren n unabhiingige Strecken 
darstellen, d. h. dass sie nicht einem System niederer Stufe (als der 
m-ten) angehéren sollen. Also dies Stiick des letzten Faktors sei p 
angenommen, so muss nach § 20 sich q als eine Summe von Stiicken 
darstellen lassen, welche jenen Strecken gleichartig sind, also 

q=a +h -+..... +p 

gesetzt werden kénnen, wenn a,, b,,....p, beziehlich den Strecken 
a, b,...p gleichartig sind. Dann hat man, da a,, b,,..., als den 
tibrigen Faktoren des Produktes a.b...(p + q) gleichartig, in dem 
letzten weggelassen werden kiénnen, 


nebis tiv. (p + q)=a.b..... (p + py) 


und dies ist nach § 32, da p und p, gleichartig sind, 


oder da man in dem letzteren Produkte wieder dem Faktor p, die 
Summanden a, + b, +... hinzufiigen, also statt p, wieder q setzen 
kann, so hat man 


; Sa Dundnne (p + q)=—a.b..... pta.b...... q. 
Die Giiltigkeit dieser Gleichung ist zunichst nur bewiesen fiir den 
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Fall, dass a, b,... und eime der Strecken p oder q von einander un- 
abhingig sind, sind hingegen a, b,.... von einander abhangig oder 
diese zwar unabhangig, aber beide Strecken p und gq, also auch ihre 
Summe von ihnen abhangig, so werden beide Seiten jener Gleichung 
null, weil die Produkte abhangiger Strecken null sind; also besteht 
auch fiir diesen Fall jene Gleichung; also besteht sie allgemein, so 
lange in jenem Produkte von n Faktoren die simmtlichen Strecken 
demselben Systeme n-ter Stufe angehéren. Da aber nur in diesem 
Falle die Glieder der rechten Seite gleichartig sind, und bei héheren 
Stufen der Begriff der Addition nur fiir gleichartige Summanden fest- 
gesetzt ist, so haben wir die multiplikative Beziehung unserer Ver- 
kniipfungsweise zur Addition, so weit diese begrifflich bestimmt ist, 
vollstindig dargethan; und es werden also alle Gesetze dieser Be- 
ziehung (s. § 10.) hier gelten. Sollte sich spiterhin ein erweiterter 
Begriff der Addition ergeben, so wiirde eine solche Verkniipfung nicht 
eher als Addition festgestellt sein, als bis auch ihre additive Be- 
ziehung zu der bisher dargelegten Multiplikation nachgewiesen ist. 
— Ich habe schon oben (§ 34.) festgesetzt, dass wir das Produkt, zu 
dem wir hier gelangt sind, ein 4usseres nennen, indem wir mit 
dieser Benennung andeuten wollen, dass diese Art des Produktes nur, 
sofern die Faktoren auseinander treten, und das Produkt eine neue 
Ausdehnung darstellt, einen geltenden Werth hat, hingegen, wenn 
die Faktoren in einander bleiben, gleich null gesetzt war*), Die 
Resultate der Entwickelung kénnen wir in folgendem Satze zu- 
sammenfassen : 
» Wenn man unter dem dusseren Produkte von n Strecken die- 
jenige Ausdehnungsgrésse n-ter Stufe versteht, welche erzeugt 
wird, wenn jedes Element der ersten Strecke die zweite erzeugt, 
jedes so erzeugte Element die dritte u. s. f., und zwar so, dass 
jede Ausdehnungsgrésse n-ter Stufe als ein den iibrigen gleich- 
artiger Theil des Systems n-ter Stufe aufgefasst wird, dem sie 
angehért: so gelten fiir dasselbe, sofern Produkte aus n Fak- 
toren nur innerhalb desselben Systemes n-ter Stufe betrachtet 
werden, alle Gesetze, welche die Beziehung der Multiplikation 


*) Wie diesem dusseren Produkt ein inneres gegeniiberstehe, habe ich 
in der Vorrede angedeutet. 
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zur Addition und Subtraktion ausdriicken, und ausserdem das 

Gesetz, dass die einfachen Faktoren nur mit Zeichenwechsel 

vertauschbar sind.“ 

§ 37. Wir haben nun hier den Zusammenhang der Multipli- 
kation mit dem bisherigen Begriff der Addition vollstindig dar- 
gelegt, und gehen daher zu den Anwendungen tiber. Die Anwendung 
auf die Geometrie haben wir der Hauptsache nach in § 28—30 vor- 
weggenommen. Wir haben jedoch noch die jetzt eingefiihrten Be- 
nennungen und Bezeichnungen auf jene Darstellung zu iibertragen. 
Es erscheint danach nun der Flachenraum des Spathecks (Parallelo- 
gramms) als dusseres Produkt zweier Strecken, wenn man namlich 
zugleich die Ebene mit festhilt, welcher dasselbe angehért, und 
ebenso der Kérperraum des Spathes (Paralellelepipedons) als dusseres 
Produkt dreier Strecken, ohne dass man hier nithig hat, eine Be- 
stimmung hinzuzufiigen, da der Raum stets ein und derselbe ist. 
Jene zwei Strecken bildeten dann die Seiten des Spathecks, und diese 
drei die Kanten des Spathes, und zwar nahmen wir dort die Strecke, 
durch deren Bewegung das Spatheck entstand, als ersten, die die Be- 
wegung messende als zweiten Faktor an, und setzten zwei Spathecke 
als gleich bezeichnet, wenn der zweite Faktor vom ersten aus be- 
trachtet nach derselben Seite hin liegt, wenn nach entgegengesetzter, 
als entgegengesetzt bezeichnet. Hierin liegt schon das Gesetz, dass 

a.b==—b.a 
ist; denn wenn b von a aus betrachtet nach links liegt, so muss a von 
b aus betrachtet nach rechts hin liegen und umgekehrt. Allein um 
diesem Vertauschungsgesetz, was die hier aufgestellte Multiplikation 
auf eine so auffallende Weise von der gewohnlichen ausscheidet, eine 
noch anschaulichere Basis zu geben, will ich auch jenes allgemeinere 
Zeichengesetz, von dem dieses eine specielle Folgerung enthilt, auf 
geometrische Weise ableiten. Zuerst ist aus dem Begriff des Nega- 
tiven klar, dass, wenn Grundseite und Héhenseite*) eines Spathecks 
gleiche Richtungen**) beibehalten, auch der Flichenraum gleich- 
bezeichnet bleibt, wie sich im Uebrigen auch jene Seiten vergréssern 


*) Diesen Namen gebrauche ich in Ermangelung eines bessern, um die 
der Grundseite anliegende (den zweiten Faktor) zu bezeichnen. 

**) Entgegengesetzte Richtungen werden natiirlich nicht als gleiche 
gerechnet, 
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oder verkleinern mégen. Wenn ferner der Endpunkt der Hohenseite 
in einer mit der Grundseite, oder der Endpunkt der Grundseite in 
einer mit der Héhenseite parallelen Linie fortriickt, wahrend die 
jedesmalige andere Seite dieselbe bleibt, so bleibt der Flaicheninhalt 
des Spathecks gleich, also auch gleichbezeichnet. Von diesen beiden 
Voraussetzungen gehen wir aus, um die geometrische Begriindung 
des allgemeinen Zeichengesetzes zu liefern. Zunidchst ist klar, dass 
bei den angegebenen Veriinderungen die Hoéhenseite von der Grund- 
seite aus betrachtet stets nach derselben Seite hin liegend bleibt, d.h. 
wenn man zuerst in der Richtung der Grundseite, und dann in der 
der Hohenseite fortschreitet, so muss man in dem auf jene Weise ver- 
anderten Spatheck nach derselben Seite hin abbiegen, wie in dem ur- 
spriinglichen. Da man nun durch jene Verainderungen, bei welchen 
das Zeichen sich nicht indert, die Héhenseite sowohl, als nachher die 
Grundseite in jede beliebige Lage bringen kann (nur dass sie beide 
nicht zusammenfallen diirfen) , dabei aber immer die Héhenseite von 
der Grundseite aus betrachtet nach derselben Seite hin liegend bleibt, 
und man endlich auch dieselben, wenn man ihre Richtungen festhalt, 
beliebig vergréssern und verkleinern kann, ohne dass sich das Vor- 
zeichen undert, so folgt daraus, dass alle Spathecke, deren Héhen- 
seiten von der Grundseite aus betrachtet nach derselben Seite hin 
liegen, auch gleich bezeichnet sein miissen. Dass nun umgekehrt 
diejenigen Spathecke, in welchen die Héhenseiten von den Grund- 
seiten aus betrachtet nach entgegengesetzten Seiten liegen, auch ent- 
gegengesetzt bezeichnete Flaichenréume darstellen, folet sogleich 
nach dem so eben erwiesenen, wenn es nur fiir irgend zwei bewiesen 
ist; fiir a.b und a.(—b) ergiebt sich dies aber sogleich aus dem 
Begriff des negativen. Somit ist jenes allgemeine Zeichengesetz 
auch auf rein geometrischem Wege vollstindig erwiesen. Fiir 
Spathe wiirden wir auf ganz entsprechende Weise, wenn wir 
hier die erste, zweite und dritte Kante unterscheiden, das Gesetz 
aufstellen kénnen : 
»Die Kéorperriume zweier Spathe sind gleich oder entgegen- 
gesetzt bezeichnet, je nachdem (um es in eimem Bilde aus- 
zudriicken), wenn man den Kérper in die Richtung der ersten 
Kante gestellt denkt (die Fiisse nach deren Anfangspunkt zu, 
den Kopf nach dem Endpunkt), man, um von der Richtung der 


§ 38 Ein Spatheck in ein ihm gleiches zu verwandeln. 63: 


aweiten Kante in die der dritten iiberzugehen, nach derselben,, 

oder nach verschiedenen Seiten abbiegen muss. “ 

§ 38. Um hiervon noch eine anschaulichere Idee zu geben, 
wollen wir die Aufgabe stellen: 

»Hin Spatheck in ein ihm gleiches (und gleich bezeichnetes) zu 

verwandeln, dessen Grundseite (in derselhen Ebene) gegeben. 

ist, aber der des gegebenen Spathecks nicht parallel ist. “ 
Es sei wf die Grundseite, ay die Hihenseite des gegebenen Spath-- 
ecks, ad die Grundseite des gesuchten (vergl. Fig. 11.). 

Man ziehe von @ die Parallele mit 80, von y mit af, und 
nenne den Durchschnitt beider ¢: so ist we die Hihenseite eines 
solechen Spathecks, welches der Aufgabe Gentige leistet. Denn es. 
ist 

[<8] [ey] =[«A] [es], 
weil ye mit ef parallel ist, und 

[af] . [we] = [ad] . [ee], 
weil £0 parallel ae ist. Also auch in der 'That 

[ad] . [ae] = [ef]. [ay], 
Wollte man die gesammte Schaar der Spathecke haben, welche der: 
Aufgabe gentigen , so hiitte man noch von ¢ mit @0 die Parallele zu 
ziehen, und den Punkt ¢ in dieser Parallelen verinderlich zu setzen. 
— Wendet man diese Auflésung auf den Fall an, dass die Grund- 
seite des gesuchten Parallelogramms der Héhenseite des gegebenen 
identisch ist, so gelangt man durch reine Konstruktion au der Formel 

a.b=—b.a. 

In der That fallt dann ¢ auf y (vergl. Fig. 11, b), und zieht man 
dann von ¢ die Parallele mit ed, welche af in &, schneide, so tiber- 
zeugt man sich leicht, dass 

[a1] = [Bee] = — [cep 
ist, und die obige Auflésung ergab 

[«@] . [7] = [ay] . [we] = [ay] . [ey]; 
also statt @&, seinen Werth — [af] gesetzt, und das negative Zeichen. 
dem ganzen Produkte beigelegt, 
[+B] . [ay] = [ey] .— [ee] = 
= — [ay]. [aA]. 

Da man sich dies Gesetz des Zeichenwechsels bei der Vertauschung 
der Faktoren eines dusseren Produktes nicht fest genug einpragen. 
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kann, indem es den gewéhnlichen Vorstellungen zu widerstreiten 
scheint, so will ich noch auf eine Analogie hindeuten, welche aber 
hier nur als Abschweifung aufgefasst sein will. Namlich den 
Flacheninhalt eines Spathecks a.b kann man, wenn der von a und 
b eingeschlossene Winkel mit (ab) und die Lingen der Strecken a 
und b mit a und b bezeichnet werden, ausdriicken durch die 
Formel : isi ve 

a.b =a b sin (ab), und 

b.a =b asin (ba), 
wo das Produkt der Lingen das gewoéhnliche, also a b —b a ist. 
Da nun die Winkel (ab) und (ba) entgegengesetzt sind, und die 
Sinusse entgegengesetzter Winkel gleichfalls entgegengesetzt sind, 
8o ist 

sin (ab) == — sin (ba), 
und also auch hiernach 
a.b—=— b.a. 

§ 39. Mit der hier gegebenen Entwickelung steht nun die 
Darstellung des Rechtecks durch das Produkt seiner Seitenlangen 
nicht im Widerspruch, sobald man nur die blossen Seitenlingen, 
in irgend einem gemeinschaftlichen Maass gemessen, als Faktoren 
dieses Produktes festhilt, und nur meint, dass der absolute (vom 
Zeichen unabhingige) Flichenraum des Rechtecks so oft das Qua- 
drat dieses Maasses enthalten solle, als das Produkt jener Zahlen 
betrigt. Will man aber damit noch mehr ausdriicken, und nament- 
lich behaupten, dass der Flaichenraum jenes Rechtecks an sich, 
d. h. auch seinem Zeichen nach, dem Produkt jener Seiten gleich- 
gesetzt werden kénne, so steht dies, wenn man eben fiir das Pro- 
dukt noch die Eigenthtimlichkeit des algebraischen Produktes fest- 
halten will (wie bisher immer geschehen ist), mit den so eben 
erwiesenen Wahrheiten in offenbarem Widerspruch. Es erscheint 
vielmehr das Parallelogramm (also auch das Rechteck) noth- 
wendiger Weise als ein soleches Produkt seiner Seiten, in welchem 
die Vertauschung seiner Faktoren nur mit Zeichenwechsel stattfinden 
konne. Wie leicht tibrigens diese Auffassung tiber bedeutende 
Schwierigkeiten, unter welchen sich selbst die ausgezeichnetsten 
Mathematiker bisweilen verwirrt haben, hinweghilft, wird sich durch 
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folgendes Beispiel zeigen. La Grange fiihrt in seiner méc. anal. *) 
einen Satz von Varignon an, dessen er sich zur Verkniipfung der 
verschiedenen Principien der Statik bedient, und welcher nach ihm 
darin besteht: ,dass, wenn man von irgend einem in der Ebene 
eines Parallelogramms genommenen Punkte Perpendikel fallt auf 
die Diagonale und auf die beiden Seiten, welche diese Diagonale 
einfassen (comprennent), das Produkt der Diagonale in ihre Perpen- 
dikel gleich ist der Summe der Produkte beider Seiten in ihre 
beziehlichen Perpendikel, wenn der Punkt ausserhalb des Parallelo- 
gramms (hors du parallelogramme) fallt, oder ihrem Unter- 
schiede, wenn er innerhalb des Parallelogramms fallt.“ Dieser 
Satz ist, wie sich sogleich zeigen wird, unrichtig, indem das erstere 
nicht stattfindet, wenn der Punkt ausserhalb des Parallelogramms 
fallt, sondern wenn er ausserhalb der beiden Winkelriume fillt, 
welche der von jenen beiden Seiten eingeschlossene Winkel und 
sein Scheitelwinkel bilden, hingegen das letztere, wenn innerhalb. 
Es versteht sich von selbst, dass das Produkt dabei im gewéhn- 
lichen, algebraischen Sinne genommen ist. Betrachtet man nun 
aber jene Produkte niher, so stellen sie in der That die Flachen- 
raume der Parallelogramme, welche jene beiden Seiten und die 
Diagonale zu Grundseiten haben, und deren der Grundseite gegen- 
tiberliegenden Seiten durch den angenommenen Punkt gehen, ihrem 
absoluten Werthe nach, d. h. unabhingig vom Zeichen, dar. Halt 
man hingegen das Zeichen dieser Flachenrdiume fest, so gilt der 
Satz ohne Unterscheidung der einzelnen Fille sogleich allgemein, 
indem der Flichenraum, der die Diagonale zur Grundseite hat, 
stets die Summe ist der Flachenriume, die die beiden anderm 
Seiten zu Grundseiten haben; und zwar ist der Beweis dieses Satzes 
nach unserer Analyse auf der Stelle gegeben. Denn ist ad die 
Diagonale des Parallelogramms, und sind «f und ay die beiden 
sie einschliessenden Seiten, ¢ endlich der willktihrliche Punkt, 
so ist 
[ad] =[@f] + [ay], 

weil nimlich [@0]—= [ey] ist, und also nach dem einfachsten Multi- 


plikationsgesetz 


*) P, 14 der neuen Ausgabe, 
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[cd]. [ee] = [ee8] [2] + [a7] . [a], 
was zu erweisen war. Will man dann den Satz fiir absolute Flachen- 
riume aussprechen, so hat man nur die Falle zu unterscheiden, wo 
der Punkt ¢ von jenen beiden Seiten des Parallelogramms aus be- 
trachtet nach derselben, und wo nach verschiedenen Seiten hin liegt, 
woraus sich dann leicht der Satz in der oben gegebenen verbesserten 
Form ergiebt. 

§ 40. Ich will die Anwendungen auf die Geometrie nun mit 
der Lisung der obigen Aufgabe (§ 38) fiir den dort nicht mit auf- 
genommenen Fall schliessen, namlich ein Spatheck in ein ihm 
gleiches zu verwandeln, dessen Seiten mit denen des gegebenen 
parallel sind, aber dessen eine Seite zugleich ihrer Lange nach 
gegeben ist. Ich wihle den Weg, wie ihn unsere Analyse dar- 
bietet. Es sei a.b das gegebene Spatheck, a, die mit a parallele 
Seite des gesuchten und h, die gesuchte mit b parallele Seite desselben, 
fiir welche die Gleichung 

214 ay + Dy 
bestehen soll, oder da a, . b, = — b, . a, ist, 
a.b+b,.a,=0. 
Da man dem Faktor a das Stiick b,, dem Faktor b, das Stiick a hin- 
zufiigen kann, weil diese Stiicke mit dem jedesmaligen andern Faktor 
gleichartig sind, also ihre Hinzufiigung das Produkt nicht dndert, so 
hat man 


(aby). b-++(a+dy).a =0, 


(aby)- (a+b) =0, 

d. h. (a+-b,) und (a,-++b) miissen parallel sein. Hierin nun 
liegt die folgende Konstruktion und deren Beweis; nimlich wenn 
a==([a@@], b=[ay] ist (vergl. Fig. 11, c), und a,;—[ad], wo 
a, 6, 6 in Kiner geraden Linie liegen, so mache man de gleich 
lang und parallel mit ey, also [@e] gleich (a,-+-b), ziehe von # die 
Parallele mit ay, welche ae in ¢ schneide, so ist [@C] die ge- 
suchte Strecke b, *). 


oder 


*) Es versteht sich von selbst, dass man diese Aufgabe auch liésen kann 
durch zweimalige Anwendung der in § 38 gegebenen Auflésung, indem man 
eine nicht parallele Grundseite zu Hilfe nimmt. 
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§ 41. In der Statik und Mechanik wird der Begriff des 
dusseren Produktes reprasentirt durch den Begriff des Momentes. 
In der That, kénnen wir das Moment einer Kraft in Bezug auf einen 
Punkt definiren als dusseres Produkt, dessen’erster Faktor die 
Strecke ist, welche von jenem Punkte (dem Beziehungspunkte) nach 
einem Punkte der geraden Linie, in welcher die Kraft wirkt, ge- 
zogen ist, und dessen zweiter Faktor die Strecke ist, welche die 
Kraft darstellt. Ist also @ der Beziehungspunkt, @ der Angriffs- 
punkt, d. h. der Punkt, welcher von der Kraft getrieben wird, p die 
Strecke, welche die Kraft darstellt, so ist das Moment 

[oe] .p, 
wobei nach den Gesetzen der dusseren Multiplikation einleuchtet, 
dass es fiir das Resultat gleichgiiltig ist, welchen Punkt in der 
Wirkungslinie der Kraft man statt @ einfiihren mag; denn es sei £ 
ein anderer Punkt dieser Linie, also [@@] gleichartig mit p, so 
hat man 
[28]. p= ((ee] + [eA]) .p= [ee] -p, 
weil das Stiick [@@], als dem zweiten Faktor gleichartig, nack 
§ 35 weggelassen werden darf. Und eben so ist unter dem Mo- 
mente einer Kraft, in Bezug auf eine Axe go das dussere Produkt 
aus 3 Faktoren verstanden, dessen erster Faktor die als Strecke 
genommene Axe, dessen zweiter Faktor die Strecke von irgend 
einem Punkt der Axe nach irgend einem Punkt in der Wirkungs- 
linie der Kraft und dessen dritter Faktor die Kraft ist, also 
[eo] . [oa]. p, 

oder auch es ist das Produkt der als Strecke genommenen Axe in 
das auf irgend einen Punkt der Axe bezitigliche Moment der Kraft, 
wobei wieder, aus denselben Griinden wie vorher, gleichgiiltig ist, 
welche Punkte man in jenen Linien auswihlt. Es erscheint also 
das Moment einer Kraft in Bezug auf einen Punkt als Flaichenraum 
eines Spathecks, in Bezug auf eine Axe als Kérperraum eines 
Spathes, und dabei haben tiberall zwei Krafte, welche als Strecken 
gleich sind, nur dann gleiche Momente, wenn sie auch in der- 
selben geraden Linie wirken. Ferner verstehen wir unter dem Ge- 
sammtmoment mehrerer Krafte, welche in derselben Ebene liegen, 
in Bezug auf einen Punkt der Ebene die Summe aller auf jenen 


Punkt beziiglichen Momente derselben, und ebenso unter dem 
5* 
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Gesammtmoment mehrerer Kriifte in Bezug auf eine Axe die 
Summe aller auf diese Axe beziiglichen Momente. Da Kraft und 
Bewegung nach § 25 und 26 durch dieselbe Strecke dargestellt 
werden, indem die Kraft eben nur die der Bewegung supponirte, 
und also ihr gleich zu setzende Ursache ist, so ist schon ohne 
weiteres klar, was unter dem Moment der Bewegung und unter 
dem Gesammtmoment mehrerer Bewegungen verstanden ist; doch 
erinnern wir hier noch einmal daran, dass die Bewegung (nach § 26) 
nur fiir die Masseneinheit der Geschwindigkeit gleich gesetzt werden 
kénne, und dass gleiche Bewegungen nur dann gleiche Momente 
haben, wenn sie in derselben geraden Linie fortschreiten. — 
Wie leicht sich nun vermittelst unserer Analyse hieraus alle all- 
gemeinen Gesetze der Statik und Mechanik, welche sich auf’s Mo- 
ment beziehen, ableiten lassen, wird die folgende Entwickelung 
zur Gentige zeigen. Ich bemerke nur noch vorlaufig, dass wir im 
zweiten Abschnitte dieses Theils*) einen noch einfacheren Aus- 
druck des Momentes und in dem niichsten Kapitel (§ 57) eine Ver- 
allgemeinerung des Begrifis des Gesammtmomentes kennen lernen 
werden. 

§ 42. Die Hauptsache bei der Anwendung des Begriffs des 
Momentes ist, dass das Gesammtmoment aller inneren Krifte in 
Bezug auf jede beliebige Axe, und in Bezug auf jeden Punkt gleich 
null ist; doch kénnen wir das letztere hier nur beweisen, wenn 
alles in derselben Ebene liegt**). Man versteht nimlich unter 
inneren Kriaften bekanntlich solche, welche sich paarweise in der 
Art entsprechen, dass die Krifte jedes Paares in derselben geraden 
Linie wirken und einander entgegengesetzt gleich sind; und wir 
kénnen sogleich zeigen, dass die Momente jedes solechen Paares in 
Bezug auf jeden Punkt und jede Axe zusammen null sind. In der 
That, betrachtet man z. B. in Bezug auf eine Axe jene beiden Mo- 
mente, welche nach dem Friiheren iussere Produkte aus drei Fak- 
toren sind, so sind die beiden ersten Faktoren in beiden Produkten 
vollkommen gleich, der erste Faktor als die gemeinschaftliche Axe 
darstellend, der zweite als Verbindungsstrecke zwischen denselben 


*) $115. 
**) Der Beweis fiir den allgemeinen Fall folgt in § 57. 
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Linien; der dritte aber, welcher die Kraft darstellt, ist entgegen- 
gesetzt gleich; folglich sind auch beide Momente einander ent- 
gegengetzt gleich, also ihre Summe null. Da nun das Gesammt- 
moment jedes einzelnen Paares der inneren Kriifte null ist, so ist 
auch das aller Paare, d. h. aller inneren Krafte null. Auf ganz 
entsprechende Weise, wie wir dies in Bezug auf eine Axe dargethan 
haben, ergiebt es sich auch in Bezug auf einen Punkt, wenn alles in 
derselben Ebene liegt, weshalb wir uns dieses Beweises entschlagen 
diirfen. . 

§ 43. Da nun die einem Punkte mitgetheilte Bewegung stets 
gleich ist der ihm mitgetheilten Kraft, so wird auch das Gesammt- 
moment der einem Punktvereine innerhalb eines Zeitraums mitge- 
theilten Bewegungen gleich dem Gesammtmoment der ihm wiihrend 
dieser Zeit mitgetheilten Krafte sein, und da das der inneren Kriifte 
null ist, gleich dem Gesammtmomente der jenem Punktverein von 
aussen mitgetheilten Krafte, und zwar in Bezug auf jede beliebige 
Axe, und, wenn die Krifte in derselben Ebene liegen, auch in Be- 
zug auf jeden Punkt derselben. Dies Gesetz, was hier in einer 
so einfachen Form erscheint, ist von der gréssten Allgemeinheit 
und iiberall aufs leichteste anwendbar. Soll z. B. Gleichgewicht 
stattfinden; so miissen die mitgetheilten Bewegungen alle null 
sein, also auch deren Gesammtmoment, und man hat also fiir’s 
Gleichgewicht die Bedingung, dass das Gesammtmoment der von 
aussen mitgetheilten Krifte in Bezug auf jede Axe null sein muss; 
so auch namentlich bei festen Kiérpern, bei welchen die Kriafte, 
die den festen Zustand erhalten, als innere erscheinen. Ist aber 
der feste Kérper in einem Punkt oder in einer Linie befestigt, um 
welche er sich frei schwenkt, so ist die Kraft, durch welche jener 
Punkt oder jene Linie desselben in ihrer festen Lage erhalten wird, 
eine dussere, die aber nur als Widerstand leistende aufgefasst 
und daher zuniichst als unbekannte gesetzt wird. Man hat daher, 
um die Bedingungsgleichung des Gleichgewichts zu finden, jene 
unbekannte Kraft herauszuschaffen. Dies geschieht vermittelst 
unserer Analyse auf’s leichteste. Ist niimlich a@ der feste Punkt, 
x die Widerstand leistende Kraft, welche diesen Punkt fest halt, 
so muss man die Axe (@0), in Bezug auf welche man die Moment- 
gleichung nimmt, so wihlen, dass das Moment der Kraft x ver- 
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schwindet, d. h. [eo]. [oe].x 0 wird, fiir jeden beliebigen Werth 
von x, d. h. es muss [e0].[{o¢a]—O sein, oder die Axe eo muss 
durch den Punkt @ gehen. Somit haben wir dann als Bedingung, 
unter welcher nur Gleichgewicht stattfinden kann, dass das Ge- 
sammtmoment der von aussen wirkenden Krifte in Bezug auf jede 
durch den befestigten Punkt gehende Axe null sein muss. Soll eine 
Axe des Kérpers befestigt sein, so kann man zwei befestigte Punkte 
annehmen, also zwei Widerstand leistende Krifte, welche heraus- 
fallen, wenn die Axe, in Bezug auf welche die Moment-Gleichung 
genommen wird, durch jene beiden Punkte zugleich gelegt wird ; 
also hat man dann als Bedingung, unter welcher nur Gleichgewicht 
stattfinden kann, dass das Gesammtmoment der von aussen wirkenden 
Krifte in Bezug auf die befestigte Axe null sein muss. 

§ 44. Wir haben in dem Begriff des Moments zugleich eine 
schiéne Bestitigung des Gesetzes, dass innerhalb derselben Ebene 
das iussere Produkt zweier Strecken sein Zeichen so lange bei- 
behalt, als der zweite Faktor vom ersten aus betrachtet nach der- 
selben Seite hin liegt, im entgegengesetzten Falle aber sein Zeichen 
andert. Denn betrachtet man Krafte in einer Ebene, welche um 
einen Punkt drehbar gedacht. wird, so werden die Kriafte sich dann 
verstirken, wenn sie, vom Drebungspunkte aus betrachtet, nach 
derselben Seite hin gerichtet sind, hingegen sich ganz oder theil- 
weise aufheben, wenn nach entgegengesetzter; so dass in der That 
durch den Begriff des Momentes, nach welchem die Natur selbst 
verfahrt, jener Begriff des ausseren Produktes gerechtfertigt wird. 
Ich glaube nun, dass das Anfangs auffallende Zeichengesetz durch 
die ganze Reihe der Betrachtungen, wie wir sie in den verschieden- 
artigsten Beziehungen angestellt haben, das Auffallende ganz ver- 
loren hat, und vielmehr jetzt nicht nur als das begrifflich noth- 
wendige, sondern auch als das durch die Natur selbst gerechtfertigte 
und in ihr sich iiberall bewihrende erscheint. 

§ 45. Dass nun die diussere Multiplikation, da sie den Begriff 
des Verschiedenartigen wesentlich voraussetzt, auf die Zahlenlehre 
keine so unmittelbare Anwendung findet, wie auf die Geometrie und 
Mechanik, darf uns freilich nicht wundern, indem die Zahlen ihrem 
Inhalte nach als gleichartige erscheinen. Aber desto interessanter 
ist es, zu bemerken, wie in der Algebra, sobald an der Zahl noch 
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die Art ihrer Verkniipfung mit andern Grossen festgehalten, und in 
dieser Hinsicht die eine als von der andern formell verschiedenartig 
aufgefasst wird, auch die Anwendbarkeit der dusseren Multiplikation 
mit einer so schlagenden Entschiedenheit heraustritt, dass ich wohl 
behaupten darf, es werde durch diese Anwendung auch die Algebra 
eine wesentlich verinderte Gestalt gewinnen. Um hiervon eine Idee 
zu geben, will ich n Gleichungen ersten Grades mit n Unbekannten 
setzen, von der Form 

ay X4 f agxg+...... + an Xn = ay 

by x; + bg xXo+...... + br Xn = Do 


81 X14 s8gXg+...... + sn Xn = S89, 
wo X,...-Xn die Unbekannten seien. Hier kénnen wir die Zahlen- 
koefficienten , welche verschiedenen Gleichungen angehéren, sofern 
wir diese Verschiedenheit an ihrem Begriff noch festhalten, als ver- 
échiedenartig ansehen, und zwar alle als an sich verschiedenartig, 
d. h. als unabhingig in dem Sinne unserer Wissenschaft, die einer 
und derselben Gleichung als unter sich in derselben Beziehung 
gleichartig. Addiren wir nun in diesem Sinne alle n Gleichungen 
und bezeichnen die Summe des Verschiedenartigen in dem Sinne 
unserer Wissenschaft mit dem Verkniipfungszeichen ae indem die 
gleichen Stellen in den so gebildeten Summenausdriicken immer dem 
Gleichartigen zukommen sollen, so erhalten wir 
(ay by +. -81) 1 (2 ba + - - + 82)%2 + ..+(an + ba 
+ ..- Sa)Xn = (a0-+ bo... 59); 
oder bezeichnen wir (a; +b, +....-++s,) mit p, und entsprechend 
die iibrigen Summen, so haben wir 
PiXa Poe +++ PaXn = Po- 

Aus dieser Gleichung, welche die Stelle jener n Gleichungen ver- 
tritt, liasst sich nun auf der Stelle jede der Unbekannten, z. B. x, 
finden, wenn wir die beiden Seiten mit dem iusseren Produkte 
aus den Koefficienten der iibrigen Unbekannten Ausserlich multi- 
pliciren, also hier mit pp.p3.--.- Pn: Da namlich, wenn man die 
Glieder der linken Seite einzeln multiplicirt, nach dem Begriff des 
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dusseren Produktes (§ 31) alle Produkte wegfallen, welche zwei 
gleiche Faktoren enthalten, so erhalt man 
P1 - Po-P3-+-- PnX4 = Po- P2- P3---+ Pa 
Also da beide Produkte, als demselben System n-ter Stufe angehérig 
einander gleichartig sind, so hat man 
i, EPO Voss Sy 
DisiPy Peres Pa 
Also jede Unbekannte ist einem Bruche gleich, dessen Nenner das 
aussere Produkt der Koefficienten p,...pn ist, und dessen Zahler— 
man erhailt, wenn man in diesem Produkt statt des Koefficienten 
jener Unbekannten die rechte Seite, nimlich po, als Faktor setzt. 
Alle Unbekannten haben also denselben Nenner, und werden unbe- 
bestimmt oder unendlich, wenn dieser Nenner null wird, d. h. 


Die Deeec ae Po = 


ist. 

§ 46. Dass jene Ausdriicke fiir x;....x,, nicht etwa blosse 
Rechnungsformen darstellen, sondern die vollkommenen Liésungen 
der gegebenen Gleichungen enthalten, wird noch deutlicher erhellen, 
wenn wir fiir irgend eine bestimmte Anzahl von Gleichungen statt 
Pp; etc. ihre Werthe substituiren. Man hat fiir drei Gleichungen 

1) x, — Po-Pa Be 
Pa + P2Ps 


Po = (a+ bo + co), pr = (ar + by + ey), ete. 
ist, und zwar ap gleichartig ist mit a, u. s. w. Substituiren wir 
diese Ausdriicke in obiger Gleichung, multipliciren durch, indem 
wir die Produkte der gleichartigen Gréssen, da sie null werden, 
auslassen, und ordnen entsprechend mit Beobachtung des fiir dussere 
Produkte festgestellten Zeichengesetzes, so haben wir sogleich, wie 
man bei geringer Uebung ohne weiteres aus obiger Formel ablesen 
kann, 
ory, ay by Cz — aq bg Co + ag bg Co — ag bo cz + a3 bg Cy — ag by Co 
a4 by C3 — a4 bg Cy + ag bg c — ag by 3 + ag by Co — a3 bg Cy” 
worin wir, da alles entsprechend geordnet ist, wieder die gewohnliche 


*) Die Gesetze der iiusseren Multiplikation und Division lassen librigens 
kein Heben im Zihler und Nenner zu, vergl. Kapitel IV. 


§ 47 Lésung algebraischer Gleichungen. 73 


Multiplikationsbezeichnung einfiihren konnten. Dies ist die bekannte 
Formel, durch welche aus drei Gleichungen mit drei Unbekannten 
eine derselben bestimmt wird, und es zeigt sich, wie dieselbe voll- 
kommen in der so sehr viel einfacheren Formel 1) enthalten ist. 

Wir haben hier, um sogleich die Anwendbarkeit unserer Ana- 
lyse auch an einem Beispiele, welches nicht mehr auf die drei Dimen- 
sionen beschrinkt ist, darzuthun, etwas vorgegriffen, indem der Be- 
griff der Zahl und der Division, den wir hier anwandten, erst den 
Gegenstand des vierten Kapitels ausmachen werden; wir werden je- 
doch spiiterhin noch einmal auf diesen Gegenstand der Anwendung 
zurtickkommen, und dort das Verfahren auch ausdehnen auf Glei- 
chungen héherer Grade. 


Drittes Kapitel. 


Verkniipfung der Ausdehnungsgréssen héherer 
Stufen. 


§ 47. Durch die dussere Multiplikation sind héhere Ausdeh- 
nungsgréssen entstanden, die Verkniipfungen derselben haben wir 
bisher nur betrachtet, sofern gleichartige Ausdehnungsgréssen addirt 
werden sollten, indem die Addition sich hier auf den allgemeinen Be- 
griff des Zusammendenkens griindete, welcher tiberhaupt die Addition 
des Gleichartigen (wenn dasselbe gleich bezeichnet ist) charakterisirt. 
Vermige dieses Begriffs hatten wir die im vorigen Kapitel darge- 
legten Gesetze entwickelt. Das Grundgesetz der Multiplikation, dass 
man statt des zerstiickten Faktors seine Stiicke einzeln einftihren, und 
die so gebildeten Produkte addiren diirfe, fand daher seine Beschran- 
kung darin, dass die dadurch entstehenden Produkte, um sie nach den 
bisherigen Begriffen addiren zu kénnen, gleichartig sein mussten. 
Um diese Beschrankung aufzuheben, werden wir daher den Begriff 
der Addition fiir héhere Ausdehnungsgrissen erweitern miissen. Der 
so erweiterte Begriff muss von der Art sein, dass er erstens bei gleich- 
artigen Ausdehnungsgrossen in den gewéhnlichen umschlagt, und dass 
fiir ihn die Grundbeziehung der Addition zur Multiplikation gilt. 
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Natiirlich muss dann fiir dieselbe die Geltung der Additionsgesetze 
nachgewiesen werden, ehe jene Verkniipfung als Addition fixirt 
werden kann. Somit ist klar, dass, wenn es iiberhaupt eine Addition 
ungleichartiger Ausdehnungsgrissen héherer Stufen giebt, das Gesetz 
bestehen muss 
A.b+A.c=A.(b+ 0), 

wo b und ¢ Strecken vorstellen. Nennen wir schon vorliufig diese 
Verkniipfung eine Addition, um einen bequemeren Wortausdruck zu 
haben, so wiirden wir die Definition aufstellen kénnen: 

Zwei iussere Produkte n-ter Stufe, welche einen gemeinschaft- 

lichen Faktor (n—1) ter Stufe haben, addirt man, indem man 

die ungleichen Faktoren addirt, und dieser Summe den gemein- 
schaftlichen Faktor auf dieselbe Weise hinzufiigt, wie er den 

Stiicken hinzugefiigt war. 

§. 48. Dieser formellen Definition miissen wir zuerst dadurch 
eine anschaulichere Bedeutung geben, dass wir untersuchen, wie weit 
sie reicht, d. h. welche Ausdehnungsgréssen man nach ihr addiren 
kann. Es leuchtet sogleich ein, dass zwei Ausdehnungsgriéssen 
n-ter Stufe nur dann nach dem aufgestellten Begriffe summirbar 
sind, wenn sie demselben Systeme (n + 1) ter Stufe angehéren; wir 
werden aber zeigen, dass sie alsdann auch immer summirbar sind, 
indem je zwei Ausdehnungsgrissen n-ter Stufe A, und B, , welche 
demselben Systeme (n + 1) ter Stufe angehbren, sich stets auf einen 
gemeinschaftlichen Faktor (n—1) ter Stufe bringen lassen. Sind zu- 
erst A, und B, gleichartig, so leuchtet es unmittelbar ein, indem wenn 
(n—1) einfache Faktoren von A, konstant bleiben, der n-te aber sich 
beliebig durch Fortschreitung oder Riickschreitung veriindert, auch das 
Produkt jeden beliebigen mit A, gleichartigen Werth, also auch den 
Werth B, annehmen kann. Hierin liegt zugleich, dass man jede 
Ausdehnung n-ter Stufe auf (n—1) beliebige Faktoren, welche dem- 
selben System n-ter Stufe angehéren und von einander unabhingig 
sind, bringen kann. Sind A, und By ungleichartig, so sei 

Arie Gy ag OLS an 3 
WO a...-a Strecken vorstellen, welche von einander unabhingig 
sind. Dann muss B, nothwendig wenigstens Einen Faktor enthal- 
ten, welcher von den simmtlichen Strecken a, ....a, unabhingig ist ; 
€8 sei a, ,, ein solcher Faktor, und also 
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Ba = by. bg... bn —y- an 44. 
Da in einem System (n + 1) ter Stufe nicht mehr als (n + 1) von 
einander uaabhingige Strecken angenommen werden kénnen, so muss 
jeder von den Faktoren b,....b, 4 von jenen Strecken a,....a 44 
abhingig sein, d. h. sich als Summe darstellen lassen, deren Stiicke 
diesen Strecken gleichartig sind. Denkt man sich nun jeden dieser 
Faktoren b;... bp —, als soleche Summe dargestellt, so kann man nun 
in jeder dasjenige Stiick, was mit an 4, gleichartig ist, weglassen, 
ohne den Werth des Produktes B, zu andern (vergl. § 35). Nach 
dieser Weglassung sei das Produkt b, .bg....bn —4 tibergegangen in 
Cy —1, 80 ist also é 
Bn = Cn 4 - a 44- 

Die Faktoren von C, _, sind nur noch von den Strecken a,....an, 
d. h. von den Faktoren der Ausdehnungsgrésse Ay abhingig; oder 
mit andern Worten, sie gehéren dem Systeme A, an, folglich wird 
sich A, nach der im Anfang dieses § angewandten Schlussfolge auf 
den Faktor Cy —, bringen lassen, wenn der n-te Faktor willktihrlich 
gewihlt werden darf; somit lassen sich beide Ausdehnungsgrossen 
‘A, und B, auf den gemeinschaftlichen Faktor C, _, bringen, welcher 
von (n—1) ter Stufe ist oder, wie wir uns auch kiirzer ausdriicken, 
beide haben eine Ausdehnungsegrésse (n—1) ter Stufe gemeinschaft- 
lich. So wird nun die obige Definition so umgewandelt werden 
konnen : 

,Zwei Ausdehnungsgrissen n-ter Stufe, welche demselben 

System (n + 1) ter Stufe angehéren, werden addirt, indem 

man sie auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n—1) ter Stufe 

. bringt, und die Summe der ungleichen Faktoren mit diesem 
gemeinschaftlichen Faktor verkniipft. 

§ 49. Um nun die Geltung der Additionsgesetze , oder viel- 
mehr zunichst nur die der Grundgesetze nachzuweisen, haben wir 
guerst die Vertauschbarkeit der Stiicke darzuthun. Diese Stticke 
werden sich nach dem vorigen § darstellen lassen in der Form A.b 
und A.c. Nun ist 

A.b+Avc=A.(b+ ec) =A. (c+ b) = A-c +- A.b, 
also sind die Stiicke vertauschbar. Das zweite Gesetz, dessen 


Geltung nachgewiesen werden muss, ist, dass 


(A+B) +c=a+(B8+0) 
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sei, auch dann, wenn A, B,C Ausdehnungen n-ter Stufe in demselben 
Systeme (n-+1) ter Stufe sind, und die Addition den vorher be- 
zeichneten Begriff haben soll. Wir haben zu dem Ende die Frage 
zu beantworten, was dreisolche Ausdehnungen gemeinschaftlich haben 
werden. Nun ist schon im vorigen § gezeigt, dass je zwei derselben 
eine Ausdehnung (n—1) ter Stufe gemeinschaftlich haben miissen ; 
so z. B. hat B sowohl mit A als mit C eine solche gemeinschaftlich ; 
und da diese beiden Ausdehnungen (n—1)ter Stufe, nimlich, welche 
B mit A, und welche es mit C gemeinschaftlich hat, demselben 
Systeme B*), also demselben Systeme n-ter Stufe angehéren, so 
haben sie nach demselben Satze des vorigen § eine Ausdehnung 
(n—2) ter Stufe gemeinschaftlich, und diese ist somit allen 3 Gréssen 
A, B, C gemeinschaftlich. Es sei D dieser gemeinschaftliche Faktor 
(n—2) ter Stufe, so werden sich jene drei Gréssen, da tiberdies je 
zwei eine Ausdehnung (n—1) ter Stufe gemeinschaftlich haben, auf 
die Formen bringen lassen 
A=Deb.c; BD. ave C = Dia .by. 
Nimlich je zwei derselben werden ausser D noch einen gemeinschaft- 
lichen Faktor erster Stufe haben, dessen Grisse aber willkiihrlich ist. 
Dieser sei zwischen A und B ¢, zwischen B und C sei er a, und zwar 
sei die Grésse von a so bestimmt, dass B== D.a.c sei; der gemein- 
schaftliche Faktor, auf welchen A und C gebracht werden kénnen, 
sei ausser D der Faktor b, oder ein mit b gleichartiger b;, und zwar 
seien b und b, so gewihlt, dass 
A=D.b.cund C=D.a.b, 
sei. Nachdem nun A, B, C auf diese Form gebracht sind, zeigt sich, 
dass sich (A + B) + C durch die folgenden Umgestaltungen in 
A + (B + C) verwandeln lisst. Erstens 
(A+ B) + C=(D.b.c+ D.a.c) + D.a.by. 
Wir haben nun die durch die Klammer angedeutete Summation zu 
voliziehen. Nun lisst sich der Ausdruck D.b.c + D.a.c zuriick- 
fiihren auf D.(b +- a).c¢; man kann namlich zuerst in beiden Sum- 
manden ¢ auf die vorletzte Stelle bringen, wobei die Vorzeichen sich 
andern, dann kann man nach der Definition die Summation vor- 


*) Wir benennen das System eben so wie die Ausdehnung, welche 
einen Theil von ihm bildet, weil keine Zweideutigkeit méglich ist. 
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nehmen, und endlich mit derselben Zeicheninderung den summirten 
Faktor wieder auf die alte Stelle bringen und erhilt 
(A + B) + C=D.(b+ a).c+ D.a.by. 
Um nun diese beiden Glieder summiren zu kénnen, hat man nur statt 
D.a.b, zu setzen D.(b + a).b;, was verstattet ist, weil b mit by 
gleichartig ist, und man den Faktoren, ohne das Resultat zu andern, 
Stiicke hinzufiigen darf, welche den andern Faktoren gleichartig 
sind (§ 34). Fiihrt man dann auf der rechten Seite die Summation 
aus, so hat man 
(A+B) + C=D.(b-+a).(c + by), 
wodureh man die drei Glieder auf eins zuriickgefiihrt hat*). In 
diesem Gliede kann man nun zuerst die Summe b + a wieder auf- 
lésen und erhalt auf der rechten Seite den Ausdruck 
D.b.(e + by) + D-.a.(e + by). 
In dem ersten Gliede dieses Ausdrucks kann nun wieder (§ 34) das 
Stiick b, weggelassen und das zweite Glied aufgelist werden, 
dadurch verwandelt sich der ganze Ausdruck in D.b.c + (D.a.c 
+ D.a.b,), d. h. im A + (B+ C) und man hat also in der That 
: (A+B) + 0=A+ (B+ 0). 

§ 50. Es ist nun noch das dritte Grundgesetz (§ 6) zu er- 
weisen, dass nimlich das Resultat der Subtraktion eindeutig ist, oder 
dass, wenn das eine Stiick unverindert bleibt, das andere aber sich 
indert, auch die Summe sich dindern miisse. Es sei innerhalb eines 
Systems (n + 1) ter Stufe 

A+ B=C, 
wo A, B und C von n-ter Stufe sind. Es andere sich B in B + D, 
so wird nun 
A+@B+-D=—A+B)+D=—C64D 

sein, und es ist zu zeigen, dass wenn B +- D von B verschieden ist, 
auch C-+D von C verschieden sein miisse. Das erstere setat 
voraus, dass D nicht null sei, nun kénnen wir aber zeigen, dass, 
wenn D nicht null ist, es auch zu einer Grisse (C) hinzugelegt, 
ihren Werth Andern miisse. Unmittelbar ist dies klar, wenn C und 
D gleichartig sind, indem das durch Zusammendenken des Gleich- 


*) Man kénnte nun zeigen, dass der Ausdruck: A + (B + C) sich auf 
dasselbe Glied zuriickfithren liesse, allein wir setzen den einmal ein- 
geschlagenen Weg der fortschreitenden Umwandlung fort. 
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artigen hervorgegangene nothwendig von jedem der Stiicke ver- 
schieden ist. Sind aber C und D verschiedenartig, so lisst sich leicht 
zeigen, dass ihre Summe mit beiden verschiedenartig ist (immer 
vorausgesetzt, dass keins von beiden null ist). Da alles in demselben 
Systeme (n + 1) ter Stufe angenommen ist, so werden C und D sich 
auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n—1) ter Stufe bringen lassen. 
Es sei dieser E und 
C=E.c, D=E.4d; also C + D=E(ce +4 d). 
Sind nun C und D verschiedenartig, so darf d nicht in dem Systeme 
E.c¢ enthalten sein, also ist auch (¢ + d) nicht in ihm enthalten; 
also auch E (c + d) mit E.¢ verschiedenartig, also kann es ihm 
auch nicht gleich sein. Somit wird durch Hinzulegen der Grésse D 
auch die Grésse C geiindert; wenn also das eine Stiick jener Summe 
sich Hindert, wihrend das andere dasselbe bleibt, so muss auch die 
Summe sich indern. Soll folglich die Summe und das eine Stiick 
derselben unverindert bleiben, so muss es auch das andere, d. h. das 
Resultat der Subtraktion ist eindeutig. Da nun alle drei Grund- 
gesetze der Addition und Subtraktion hier gelten, so gelten auch 
alle Gesetze derselben. Die Grundbeziehung dieser Addition zur 
Multiplikation ist noch nicht vollstindig dargelegt; nach der 
Definition ist zwar 
A.b+A.c=A.(b+ 0); 
allein es ist auch zu zeigen, dass 
(A+ B).c=A.c+B.c 
ist, wenn A und B Gréssen n-ter Stufe in einem Systeme (n +- 1)- 
ter Stufe sind. Dann kann man A=E.a, B—E.b setzen (nach 
§ 48), und hat 
A.c+ B.c=E.a.c+E.b.e. 
Der rechts stehende Ausdruck lasst sich, wenn man a und b zuerst 
auf die letzte Stelle bringt (wobei sich das Zeichen andert), dann 
nach der Definition summirt, und endlich den Faktor (a +-b) wie- 
der auf die vorletzte Stelle zuriickbringt (wobei das Zeichen wieder 
das urspriingliche wird), verwandeln in E.(a-+b).c, d. h. in 
(A + B).c, also die Richtigkeit jener Gleichung bewiesen. Da so- 
mit die Grundgesetze der Beziehung zwischen Addition und Multi- 
plikation hier gelten, so gelten auch alle Gesetze dieser Beziehung, 
und unsere Verkniipfungsweise ist daher sowohl an sich, als auch 
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in ihrer Beziehung als wahre Addition nachgewiesen. Somit kén- 
nen wir nun den Hauptsatz des vorigen Kapitels (§ 36) dahin er- 
weitern : 

»H tir dussere Produkte gelten, wenn Produkte aus n ein- 
fachen Faktoren nur in einem Systeme (n + 1) ter Stufe be- 
trachtet werden, alle Gesetze der Addition und Subtraktion, 
und alle Gesetze der Beziehung zwischen ihnen und der Mul- 
tiplikation, wenn man die fiir diese Verkniipfungen aufgestell- 
ten Begriffe festhalt. “ 

§ 51. Auch dies Gesetz hat also noch eine Beschrinkung in 
sich, was darin seinen Grund hat, dass wir héhere Ausdehnungen 
bisher nur addiren konnten, wenn sie einem und demselben Sy- 
steme nichst hiherer Stufe angehdrten. Wir miissen nun, um 
das Gesetz in seiner Allgemeinheit aufstellen zu kénnen, auch 
zeigen, was unter der Summe von Ausdehnungen, welche in be- 
liebig héheren Systemen liegen, verstanden sein kénne. Wollten 
wir hier denselben Weg einzuschlagen versuchen, wie in den vor- 
hergehenden Paragraphen, und also als Summe zweier Gréssen 
A.B und A.C, welche nicht demselben Systeme nichst héherer 
Stufe angehiren, die Grésse A .(B -+- C) auffassen, so wiirde dies zu 
nichts fiihren, da dann B und C auch Ausdehnungen héherer Stufen 
sind, welche nicht einem und demselben Systeme nachst hoherer 
Stufe angehéren, und also die eine Summe ihrer Bedeutung nach 
eben so unbekannt ist, wie die andere. Es bleibt uns also nichts 
iibrig, als den Begriff der Summe in diesem Falle rein formell auf- 
zufassen, ohne dass es méglich wire, eine Ausdehnung aufzuweisen,. 
welche als die Summe sich darstellte. Wir definiren daher die 
Summe von Ausdehnungen n-ter Stufe, welche einem héheren Sy- 
steme als dem (n + 1) ter Stufe angehdren, dadurch, dass die 
Grundgesetze der Addition auf dieselbe anwendbar sein sollen, d. h. 
also als ,dasjenige, was konstant bleibt, welche Verinderungen man 
auch mit der Form der Summe durch Anwendung der Additions- 
und Subtraktions-Gesetze vornehmen mag.“ Es erscheint somit 
diese Summe nicht mehr als reine Ausdehnung’, d. h. als solche, 
welche durch fortschreitende Multiplikation der Strecken gewonnen 
werden kénnte, sondern sie tritt als Grésse von neuer Art, und zwar 
zuniaichst als Grésse von blos formeller Bedeutung hervor, die wir 
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daher am passendsten mit dem Namen der Summengrisse belegen 
kénnten; wir fassen sie mit der Ausdehnung unter dem Begriffe der 
Ausdehnungsgrésse zusammen. Um ihre konkrete Bedeutung zu 
gewinnen, miissten wir ihren Bereich ausmitteln, d. h. aufsuchen, wie 
sich die Form der Summe, die in dem Werth der Stiicke besteht, 
andern kénne, ohne dass der Werth der Summe selbst sich andere. 
Dadurch erhalten wir eine Reihe von konkreten Darstellungen jener 
formellen Summe, und die Gesammtheit dieser méglichen Dar- 
stellungen in Hins zusammengeschaut, wie die Arten einer Gattung 
(nicht wie die Theile eines Ganzen), wiirde uns den konkreten Begriff 
vor Augen legen. — Indessen da diese Summengrdsse nicht eher als 
in dem Systeme vierter Stufe eintreten kann, sie also im Raume, als 
einem Systeme dritter Stufe, keine Anwendung findet, so versparen 
wir uns diese Darstellung bis zum siebenten Kapitel, in welchem sich 
die Bedeutung einer solchen Summe auf einem verwandten Gebiet 
ergeben, und sich durch Anschauungen sowohl der Geometrie , als 
besonders der Statik fruchtreich gestalten wird. 

§ 52. Dagegen diirfen wir unsere Aufgabe nicht fallen lassen, 
das in diesem und dem vorigen Kapitel gewonnene Gesetz von allen 
Schranken, in denen es noch zusammengeengt ist, zu befreien, und 
also auch die Beziehung der Multiplikation zu dieser Addition auf- 
zufassen. Aber da die formelle Summe keine Ausdehnung darstellt, 
so ist auch das dussere Produkt jener formellen Summe in eine 
Strecke noch nicht seiner Bedeutung nach bestimmt. Nun muss auch 
diese wiederum formell durch das Fortbestehen der multiplikativen 
Beziehung bestimmt werden, und wir haben somit, wenn es iiber- 
haupt eine solche Multiplikation jener Summengrissen geben soll, 
dieselbe so zu definiren, dass 

(A+-B-+C-+....).p=A.p+B.p+cC.p+.... 
sei. Doch diirfen wir dies nur dann festsetzen, wenn bei dem Kon- 
stantbleiben von A 4- B4-C-+... auch A.p+B.p+C.p... 
konstant bleibt, indem das Wesen der Summe nur in diesem Konstant- 
bleiben besteht, und das Princip der Gleichheit das gleichzeitige 
Konstantbleiben erfordert. Also haben wir zu zeigen, dass, wenn 


A+B-+....—=P+Q-... 
A.p+B.p+...=P.p+Q.p-+... 


ist, auch 
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sein miisse. Dies ergiebt sich aber leicht, indem, wenn A +B... 
der Summe P-++Q-+... gleich gesetzt wird, und beides formelle 
Summen sind, durch blosse Anwendung der Additionsgesetze (an- 
dere Anordnung, Zusammenfassung der Stiicke , Auflésung der 
Stiicke in kleinere Stiicke) aus der einen die andere hervorgehen 
muss. Da nun jeder solchen Veranderung, welche ohne Aenderung 
des Gesammtwerthes verstattet ist, eine ebensolche mit den um den 
Faktor p vermehrten Gréssen entspricht, so wird, wenn man mit 
diesen die entsprechenden Operationen, wie mit jenen vornimmt, 
gleichzeitig, wihrend sich A-+-B--....n P-+Q-L.... verwandelt, 
auch A.p-++B.p-+... in P.p+Q.p-+... iibergehen. Somit 
wird es gestattet sein, jene Definition festzustellen, welche hiernach 
nichts ist, als eine abgektirzte Schreibart. 
§ 53. Da ferner, wenn mit mehreren Strecken fortschreitend 
d. h. so multiplicirt wird, dass das jedesmal gewonnene Resultat 
mit dem nichstfolgenden Faktor multiplicirt wird, das Gesammt- 
produkt stets gleichen Werth behilt, sobald das Produkt jener 
Strecken sich gleich bleibt, so kénnen wir abkiirzend statt jener 
Strecken, mit welchen fortschreitend multiplicirt ist, ihr Produkt 
setzen. Hierdurch ist der Begriff des Produktes zweier Ausdehnungen 
bestimmt, und so auch das Produkt einer formellen Summe in eine 
Ausdehnung, ein Produkt, was zwar im Allgemeinen wieder eine 
formelle Summe liefert, aber in besonderen Fallen auch in eine Aus- 
dehnung iibergehen kann *), 
Dass nun nach dieser Bestimmung allgemein 
(A-+B).P=A.P+B.P 
ist, ergiebt sich leicht. Denn es sei P=c.d..., so ist 
(A+ B).P=(A-+B).c.d... 
nach der eben festgesetzten Bestimmung, ferner 
(A+ B).c=A.c+B.c 

nach § 52, also durch wiederholte Anwendung desselben Gesetzes 

(A--B).c.d....=A.c.d...Bic.d..., d.b.(A--B).P= 

A.P+B.P. 


*) Nimlich, wenn die Stiicke der Summe von n-ter Stufe sind und 
einem System (n + m)ter Stufe angehéren, so wird durch Multiplikation mit 
einer Ausdehnung (m—1)ter Stufe desselben Systemes offenbar die formelle 
Summe in eine Ausdehnung verwandelt. 

6 
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Ist der zweite Faktor zerstiickt, so lisst sich das entsprechende 
Gesetz hier nur fiir reale Summen nachweisen, fiir diese ergiebt 
sich aus obiger Gleichung durch Vertauschung (wobei die Zeichen 
sich entweder in allen Gliedern oder in keinem dndern) 

P.(A+B)=P.A-+P.B 

Fiir formelle Summen ist noch nichts iiber die Vertauschbarkeit 
der Faktoren festgesetzt und daher auch jene Schlussweise noch nicht 
anwendbar. Da wir tiberhaupt noch nichts tiber den Begriff eines 
Produktes, dessen zweiter Faktor eine formelle Summe ist, fest- 
gesetzt haben, so ist uns erlaubt fiir den Fall, dass der zweite Faktor 
eine formelle Summe ist, dieselbe Voraussetzung zu machen, wie 
fiir den Fall, wo der erste es ist, und also auch dann 

P.(A+B)—=P.A+P.B 
zu setzen und dies selbst auf den Fall zu iibertragen, wo auch P 
eine formelle Summe darstellt. 

§ 54. Nachdem wir nun alle bis dahin noch bestehenden 
Schranken aufgehoben, und die Geltung der multiplikativen Grund- 
beziehung fiir alle Ausdehnungsgréssen theils aus dem Begriffe 
nachgewiesen, theils durch Definitionen festgestellt haben: so gelten 
somit alle Gesetze dieser Beziehung, wie auch alle Gesetze der 
Addition und Subtraktion, und es sind auf diese Weise alle ange- 
gebenen Begriffe im allgemeinsten Sinne gerechtfertigt. Wir fassen 
daher, nachdem wir am Schlusse dieser Entwickelungsreihe angelangt 
sind, die Resultate derselben in folgenden Siatzen zusammen: 

» Wenn alle Elemente einer Ausdehnung (in ihrer elementaren 

Darstellung*)) einer und derselben Erzeugung unterworfen d. h. 

statt jedes Klementes eine gleiche Strecke gesetzt wird, deren 

Anfangselement jenes Element ist, so ist die Gesammtheit der 

so gewonnenen Elemente die konkrete Darstellung einer Aus- 

dehnung, welche als Theil des zugehérigen Systems aufgefasst, 
das Produkt jener Ausdehnung in diese Strecke ist, und wir 
nannten dasselbe ein dusseres.“ 

Ferner: ,wenn man eine Ausdehnung mit den einfachen 

Faktoren einer andern fortschreitend auf die angegebene Weise 


*) Unter der elementaren oder konkreten Darstellung einer Ausdehnung 
verstehen wir das Gebilde, welchem diese Ausdehnung zugehért. 
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multiplicirt , so ist das Resultat als Produkt jener ersten Aus- 
_-dehnung in diese letzte charakterisirt. “ 


»Als Summe zweier Ausdehnungen n-ter Stufe in einem 
Systeme (n-+-1)ter Stufe wurde diejenige Ausdehnung nach- 
gewiesen, welche hervorgeht, wenn man jene beiden auf einen 
gemeinschaftlichen Faktor (n—1)ter Stufe brachte, und die 
ungleichen Faktoren addirte. “ 


»Als Summe zweier Ausdehnungen n-ter Stufe in einem 
System von héherer als (n-+ 1)ter Stufe ergab sich die formelle 
Summengrisse, welche dasjenige darstellte, was bei Anwendung 
der Additionsgesetze konstant blieb.“ 


»Endlich als Produkt einer Summengrisse in eine andere 
Grésse wurde die Summe aufgefasst, welche hervorgeht, wenn 
jedes Stiick des einen Faktors mit jedem des andern multiplicirt, 
und diese Produkte addirt werden. “ 


Die Giiltigkeit aller dieser Bestimmungen wurde dadurch dar- 
gethan, dass fiir die Addition die Grundgesetze derselben und fir die 
Multiplikation die Grundbeziehungen derselben zur Addition nach- 
gewiesen wurden, indem darin zugleich der Nachweis lag, dass alle 
Gesetze der Addition und Subtraktion und der Beziehung der Mul- 
tiplikation zu beiden hier noch fortbestehen. 


§ 55. Es bleibt uns nur noch tibrig, die Gesetze, welche die 
aussere Multiplikation als solche charakterisiren, in allgemeinerer 
Form zu entwickeln. Wir hatten oben in § 35 als das Eigenthiim- 
liche dieser Art der Multiplikation das Gesetz dargestellt, dass man, 
wenn ein einfacher Faktor eines Produktes einen Summanden ent- 
halt, welcher mit einem der angrenzenden Faktoren gleichartig ist, 
diesen Summanden ohne Werthinderung des Produktes weglassen 
kann; daraus ergab sich (§ 36), dass das Produkt von n einfachen 
Faktoren stets dann, aber auch nur dann als null erscheint, wenn 
sie von einander abhingig sind, d. h. von einem Systeme niederer 
Stufe als der n-ten umfasst werden. Dies kénnen wir unmittelbar 
auf Faktoren beliebiger Stufen ausdehnen, wenn wir mehrere Aus- 
dehnungen dann von einander abhingig setzen, wenn die Summe 
ihrer Stufenzahl grésser ist als die des Systems, welches sie alle 


umfasst; denn dann wird die Anzahl der einfachen Faktoren, welche 
G * 
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ihr Produkt enthalt, grésser sein als die Stufenzahl des umfassenden 
Systems, also ihr Produkt in der That null sein. Also: 

»Das iiussere Produkt ist null, wenn die Faktoren von einander 

abhingig sind, und hat einen geltenden Werth, wenn sie es 

nicht sind.“ 

Aus der EKigenthiimlichkeit des ausseren Produktes ergab sich 
uns (§ 35), dass zwei einfache Faktoren vertauscht werden diirfen, 
wenn man zugleich das Vorzeichen des Produktes indert; dies Ge- 
setz erweiterten wir dahin, dass ein einfacher Faktor eine gerade 
Anzahl von einfachen Faktoren ohne, eine ungerade mit Zeichen- 
wechsel iiberspringen diirfe. Da eine Reihe von einfachen Faktoren 
als Ausdehnung erschien, deren Stufenzah] der Anzahl jener ein- 
fachen Faktoren gleich ist, so folgt daraus zuerst, dass eine Aus- 
dehnung von gerader Stufe einen einfachen Faktor, also auch jeden 
andern, ohne Zeichenwechsel itiberspringen diirfe, und wiederum, 
dass bei Vertauschung zweier beliebiger aufeinander folgender Fak- 
toren dann und nur dann Zeichenwechsel eintrete, wenn beide von 
ungerader Stufe sind.*) Dass nun dies Gesetz auch noch fiir Summen- 
gréssen gelte, ist klar, indem es, wenn man mit den einzelnen Stiicken 
durchmultiplicirt, fiir die einzelnen Produkte gelten muss, also auch 
fiir deren Summe. Also: 

,»Zwel aufeinander folgende Faktoren sind mit oder ohne 


*) Es lasst sich dies, wenn a und b die beziehlichen Stufenzahlen der 
Ausdehnungen A und B sind, so ausdriicken, dass A.B=(— 1)> B.A 
sei. — Wenn beide Faktoren noch durch einen dritten Faktor getrennt sind, 
so hingt bei der Vertauschung das Zeichen noch von diesem ab. So hat 
man z. B. 

A.B.C=(—1)ab+be+eaQ. B.A. 
Fiir die formelle Auffassung der dusseren Multiplikation bemerke ich noch, 
dass man ihre Eigenthiimlichkeit, wenn einmal die multiplikative Beziehung 
zur Addition festgestellt ist, auch durch das Gesetz, dass zwei einfache Fak- 
toren mit Zeichenwechsel vertauschbar seien, vollkommen hiitte charak- 
terisiren kOnnen. Denn ist a.b allgemein gleich —b.a, oder 
a.b+b.a=0, 

so muss dies auch noch gelten, wenn b =a wird, dann ista.a+a.a=0, 
also 2a,a==0 odera.a=0. Daraus folgt dann, dass iiberhaupt das Pro- 
dukt zweier gleichartiger Strecken null sei, woraus dann das den Begriff der 
a4usseren Multiplikation charakterisirende Gesetz, wie wir es oben dar- 
stellten, hervorgeht. 
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Zeichenwechsel vertauschbar, je nachdem die Stufenzahlen 

beider Faktoren zugleich ungerade sind oder nicht.“ 

§ 56. Die in diesem Kapitel entwickelten Gesetze lassen 
gegenwirtig nur eine theilweise Anwendung auf die Geometrie und 
Statik zu, indem die Summengrisse, welche zuerst in einem System 
vierter Stufe auftritt, hier keine Anwendung finden kann. Die An- 
wendungen beschriinken sich daher nur auf die erste Hilfte dieses 
Kapitels (§ 47—50), und bestehen darin, dass die Gesetze, welche 
im vorigen Kapitel fiir jene Disciplinen festgestellt wurden, von 
ihren Schranken befreit, und von einem allgemeineren Gesichts- 
punkte angeschaut werden. Zuerst in der Geometrie haben wir den 
neuen Additionsbegriff auf die Flaichenriume (als Ausdehnungen 
zweiter Stufe) zu tibertragen. 

Doch miissen wir dann an den Flachenriiumen ihre Richtungen, 
d. h. die Richtungen der Ebene, welcher sie angehéren, festhalten ; 
und also zwei Flichenrtiume als ungleichartig auffassen, wenn die 
Ebenen, denen sie angehéren, eine Verschiedenheit in den Richtungen 
darbieten. Da nun die Flichenriume auf diese Weise aufgefasst 
Ausdehnungen azweiter Stufe sind, so werden sich zwei Flachen- 
riume, da sie zugleich einem und demselben Systeme dritter Stufe 
(dem Raume) angehéren, nach § 48 auf einen gemeinschaftlichen 
Faktor erster Stufe bringen, d. h. sich als Spathecke (Parallelo- 
gramme) von gleicher Grundseite darstellen lassen. Die Summe 
derselben wird somit ein Spatheck sein, welches dieselbe Grundseite 
hat, dessen Héhenseite aber die Summe der beiden Hihenseiten jener 
Spathecke ist. Hiernach kann man nun die Sitze von der Fort- 
bewegung (§ 28 und 29) allgemeiner so aussprechen: 

»Die geometrische*) Summe der Flachenriiume, welche eine 

gebrochene Linie bei ihrer Fortbewegung beschreibt, ist gleich 

dem Flachenraum, welchen eine gerade Linie, die mit jener ge- 
brochenen gleichen Anfangspunkt und Endpunkt hat, beschreibt, 
wenn sie sich auf gleiche Weise fortbewegt“, 

oder noch allgemeiner, indem wir die Strecke vom Anfangspunkt 


*) Dieses Adjektivs bediene ich mich, wenn die zu summirenden 
Gréssen noch nicht hinreichend als Gréssen mit konstanter Richtung be- 
zeichnet sind, um die Summe von der rein arithmetischen Summe zu unter- 
scheiden. 
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zum Endpunkt der gebrochenen Linie die schliessende Seite der- 
selben nennen. 

,Die geometrische Summe der Flachenriume, welche eine ge- 

brochene Linie bei gebrochener Bahn beschreibt, ist gleich dem 

Flichenraum, welchen die Seite, die die erstere schliesst, in 

einer Bahn beschreibt, die die zweite schliesst. “ 

Fiir die Bewegung der Flichenriume hat man den Satz: 

,Die Summe der Kérperriiume, welche eine beliebig gebrochene 

Fliche in beliebig gebrochener Bahn beschreibt, ist gleich dem 

Kérperraum, welchen die geometrische Summe jener Flachen- 

riume (die die gebrochene Fliche bilden) in der jene ge- 

brochene schliessenden Bahn beschreibt. “ 

§ 57. Auch fir die Statik und Mechanik besteht die An- 
wendung dieses Kapitels in einer Erweiterung, welche jedoch hier 
so fruchtreich ist, dass nun erst der ganze Reichthum der Be- 
ziebungen hervortreten kann. Zuerst die Beschrinkung, welche 
bei dem Gesammtmoment mehrerer Kriafte in Bezug auf einen Punkt 
hinzugefiigt wurde (§ 41), fallt jetzt weg, und wir kénnen daher 
sagen, unter dem Gesammtmoment mehrerer Krifte in Bezug auf 
einen Punkt sei die Summe aller einzelnen auf jenen Punkt beziig- 
lichen Momente verstanden; und zugleich ist klar, dass, wenn man 
durch diesen Punkt eine Strecke als Axe zieht, das Moment in Be- 
zug auf diese Axe gefunden wird, wenn man diese Axe in jenes erste 
Moment multiplicirt. Sind z. B. af, yd, ... die Krifte, so ist ihr 
Gesammtmoment Mo in Bezug auf einen Punkt 0 gleich 

[ee] . [22] + [ey] .[yo]-+...-; 
und in Bezug auf eine Axe o@ ist das Moment derselben Kriifte 
gleich 
[70] . [oe] . [#4] +- [20] - [oy] -[y4]+-..-., 
oder gleich 
[9] . Mo. 

Dass nun auch hier das Gesammtmoment der innern Krifte in 
Bezug auf einen beliebigen Punkt null ist, bedarf wohl kaum eines 
Beweises , indem sogleich einleuchtet, dass der Beweis auf ihnliche 
Weise, nur noch einfacher, erfolgt, wie der oben (§ 42) fiir den 
beschrinkteren Begriff gefiihrte. Und damit ist klar, wie die 
sdmmtlichen oben aufgestellten Sitze (§ 43 und 44) auch in dieser 
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Verallgemeinerung noch gelten. Namentlich wird der in § 43 auf- 
gestellte Hauptsatz jetzt so ausgesprochen werden kénnen : 

,Das Gesammtmoment aller Bewegungen, welche den einzelnen 

Punkten (eines Vereins von Punkten) innerhalb eines Zeitraums 

mitgetheilt werden, ist gleich dem Gesammtmoment der simmt- 

lichen Krafte, welche dem Vereine dieser Punkte wiahrend 
jener Zeit von aussen mitgetheilt werden, und zwar in Bezug 
auf jeden beliebigen Punkt.“ *) 

Wirken also namentlich keine Krifte von aussen ein, so muss 
auch das Gesammtmoment aller mitgetheilten Bewegungen wahrend 
jedes Zeitraumes null sein, d. h. das Gesammtmoment aller Be- 
wegungen, welche den Punkten einwohnen, muss in der Zeit kon- 
stant sein.**) Dies Gesammtmoment stellt somit eine unverinder- 
liche Ebene und in derselben einen konstanten Flaichenraum dar; 
jene Ebene ist es, welche La Place die unverinderliche Ebene (plan 
invariable) nennt, und welche vermittelst unserer Wissenschaft sich 
auf die einfachste Weise durch Summation ergiebt. Die Schwierig- 
keit der Ableitung nach den sonst tiblichen Methoden iibersieht sich 
leicht, wenn man nur einen Blick wirft auf die in La Grange’s 
mécanique anal. ***) oder in La Placés méc. cél. gefiihrten Ent- 
wickelungen, und auf die komplicirten Formeln, in welchen dort die 
Darstellung fortschreitet. 

§ 58. Wir kénnten zwar schon hier die Hauptsitze fiir die 
Theorie der Momente aufstellen; da indessen die Betrachtung der 
Momente im zweiten Abschnitte sich noch weit einfacher gestalten 
wird, so will ich hier nur ein Paar Beispiele geben, um zu zeigen, 
mit welcher Leichtigkeit sich durch Hiilfe unserer Analyse die hier- 
hergehirigen Aufgaben lésen lassen, und in welcher Ergiebigkeit 
die interessantesten Siitze daraus gleichsam hervorsprudeln.  Zu- 
erst sei die Aufgabe die, aus dem Momente in Bezug auf einen 
Punkt das in Bezug auf einen andern um eine Strecke von ge- 


*) Die daraus hervorgehende Gleichung werden wir spiiterhin bei der 
Anwendung der Differenzialrechnung auf unsre Wissenschaft darstellen; 
s. § 105. 

**) Es ist dies, wie man sich leicht iiberzeugt, das Princip der kon- 
stanten Flichenraume. 
*#*) P, 262—269. 
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gebener Linge und Richtung von ihm entfernten Punkt zu-finden, 
wenn ausserdem die Gesammtkraft (die Summe der als Strecken dar- 
gestellten Krafte) ihrer Linge und Richtung nach gegeben ist. Es 
seien 6 und t die beiden Punkte Mo das gegebene auf den ersten 
Punkt beziigliche, Mz das auf den zweiten beziigliche Moment, [«(], 
[yd].... die Kriifte @, y, ihre Angriffspunkte, s die Gesammtkraft 
ihrer Linge und Richtung nach, also 


s= [a] +[d]+... 


Mo = [oa] .[a8]-+- [oy] . [yd] +... 
M: = [ta] .[ef]-+ [cy] .[yo] +... 
Zieht man beide Gleichungen von einander ab, so erhalt man, da 
[oe] — [re] = [oe] + [or] = [or] 
ist u. s. w., die Gleichung 
Mo — Mz = [or]. ([e6]-+ [yd] +....) =[o7].s, 


wodurch die Aufgabe gelist ist, und man hat den Satz gewonnen: 


Dann ist 


»Riickt der Beziehungspunkt um eine Strecke fort, so nimmt 
das Moment um das dussere Produkt der Gesammtkraft in diese 
Strecke zu.“ *) 

Hierin liegt sogleich, dass das Moment dasselbe bleibt, wenn 
jenes dussere Produkt null ist, d. h. wenn der Beziehungspunkt in 
der Richtung der Gesammtkraft fortschreitet, oder anders ausge- 
driickt, dass 

,die Momente in Bezug auf alle Punkte, welche in einer und 
derselben mit der Gesammtkraft parallelen Linie liegen, em- 
ander gleich sind. 
Ferner 
,ist das Moment in Bezug auf irgend einen Punkt null, so ist 
es in Bezug auf jeden andern Punkt gleich dem dusseren Pro- 
dukt der Gesammtkraft in die Abweichung des letzten Punktes 
von dem ersten. “ 
§ 59. Eine andere Aufgabe, welche die Abhingigkeit der 
Momente in Bezug auf Axen, die durch denselben Punkt gehen, auf- 


*) Hierbei ist das Wort ,zunehmen“ in demselben allgemeinen Sinne 
genommen, in welchem man auch sagen kann, 8 habe um (— 3) zugenommen, 
wenn 5 daraus geworden ist. 
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fasst, ist die, aus den Momenten in Bezug auf 3 Axen, die durch 
einen Punkt gehen und nicht in derselben Ebene liegen, das Moment 
in Bezug auf jede vierte Axe, die durch denselben Punkt geht, zu 
finden. Es seien a, b, ¢ die drei Axen, A, B, C die auf sie beziig- 
lichen Momente, aa-+6b-+yc, wo a@, 8, y Zahlen vorstellen, die 
vierte Axe, deren zugehiériges Moment D gesucht wird.*) Das 
Moment in Bezug auf den Durchschnitt der drei Axen sei M, so ist 
nach § 57 
A=a.M, B=b.M, C=c.M 
D = (aa-+ Pb-+ yc) .M. 
Lésen wir in dem letzten Ausdrucke die Klammer auf, so wird 
D=aa.M-+ @b.M+yc.M 
=aA+ B+ YC. 

Dies Resultat in Worten ausgedriickt : 

,Aus den Momenten dreier Axen, die durch Einen Punkt gehen, 

ohne in Einer Ebene zu liegen, kann man das jeder andern 

Axe, die durch denselben Punkt geht, finden; und zwar herrscht 

zwischen den Momenten dieselbe Vielfachen-Gleichung, wie 

zwischen den Axen.‘ **) 
Wenn einer der Koefficienten null wird, so hat man den Satz: 

,Aus den Momenten zweier Axen, die durch einen Punkt 

gehen, kann man das jeder andern Axe, die durch denselben 

Punkt geht, finden, und zwar herrscht zwischen den Momenten 

dieselbe Vielfachen-Gleichung wie zwischen den Axen.“ 

Wir werden spiterhin bei der allgemeineren Behandlung der 

Momente auch diesen Satz in viel allgemeinerer Form darstellen 
koénnen. 


*) Dass sich jede Strecke im Raume als Summe aus 3 Stiicken dar- 
stellen lisst, welche 3 gegebenen Strecken parallel sind, ist oben gezeigt, 
darin liegt, dass sie sich als Vielfachensumme derselben darstellen lasst. 

**) Der Kiirze wegen sagen wir, zwischen Gréssen bestehe eine Viel- 
fachen-Gleichung, wenn die Glieder der Gleichung nur Vielfache jener 
Gréssen darstellen. 
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Viertes Kapitel. 


Aeussere Division, Zahlengriésse. 


§ 60. Die zur Multiplikation gehérige analytische Verkntipfung 
ist die Division; folglich wird nach dem allgemeinen Begriff der 
analytischen Verkniipfung (§ 5) das Dividiren darin bestehen, dass 
man zu dem Produkte und dem einen Faktor den andern sucht; 
und es wird vermige dieser Erklarung jeder besonderen Art der 
Multiplikation eine ihr zugehérige Art der Division entsprechen; die 
Hussere Division wird also darin bestehen, dass man zu dem 4usseren 
Produkt und dem einen Faktor desselben den andern sucht. Es 
ist klar, dass hier, da die Faktoren des dusseren Produktes im 
Allgemeinen nicht vertauschbar sind, auch zwei Arten der Division 
zu unterscheiden sind, je nachdem nimlich der erste Faktor ge- 
geben ist oder der zweite (vergl. § 11). Wir bezeichnen den ge- 
suchten Faktor (Quotienten) so, dass wir das gegebene Produkt A 
(den Dividend) nach gewéhnlicher Weise iiber den Divisionsstrich, 
den gegebenen Faktor B (den Divisor) unter denselben setzen, die- 
sem gegebenen Faktor aber einen Punkt folgen oder vorangehen 
lassen, je nachdem der gesuchte Faktor als folgender oder voran- 


gehender Faktor aufgefasst werden soll. Also = bedeutet den 


Faktor C, welcher als zweiter Faktor mit B verkniipft A giebt, also 
welcher der Gleichung geniigt : 


B.C A; 
A 
und 3 bedeutet den Faktor C, welcher als erster Faktor mit B ver- 
kntipft A giebt, d. h. der Gleichung geniigt: 
Crist — sae 
oder beide Bestimmungen durch blosse Formeln ausgedriickt : 
A A 
B.— =A; —.B=<A. 
B. as: - 


Hierbei haben wir dann nur festzuhalten, dass wenn die Stufen- 
zahlen von der Art sind, dass die Faktoren direkt vertauschbar 
sind, beide Quotienten gleichen Werth haben, wenn sie hingegen 
nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind, beide Quotienten ent- 
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gegengesetzten Werth haben. *) Daher wird man im ersteren Falle 
auch das Zeichen des Punktes im Nenner weglassen kénnen, wenn 
man nicht etwa die Division noch ins Besondere als tussere be- 
zeichnen will. 

§ 61. Es kommt nun darauf an, aus der formellen Bestim- 
mung die wesentliche Bedeutung des Quotienten zu ermitteln. Da 
das dussere Produkt zweier Ausdehnungen stets eine Ausdehnung 
giebt, welcher jene beiden untergeordnet sind und deren Stufen- 
zahl die Summe ist aus den Stufenzahlen der Faktoren, so folgt 
zunichst, dass auch der Quotient nur dann eine Ausdehnung dar- 
stellen kénne, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet ist, 
d. h. von dem System des Dividend ganz umfasst wird; und dass 
dann zugleich der Divisor von niedererer Stufe sein muss als der 
Dividend, die Stufenzahl des Quotienten aber die Differenz ist zwi- 
schen denen des Dividend und Divisors. In jedem andern Falle 
kann also der Quotient keine Ausdehnung darstellen, sondern nur 
eine formelle Bedeutung haben, die wir vorliufig auf sich beruhen 
lassen. Umgekehrt zeigt sich aber auch, dass der Quotient jedes- 
mal dann eine Ausdehnung darstellen muss, wenn jene Bedingung 
erfiillt ist, dass nimlich der Divisor dem Dividend untergeordnet 
sei. Ndamlich nach § 48 kann man jede Ausdehnung n-ter Stufe 
auf (n—1) beliebige ihr untergeordnete Faktoren bringen, sobald 
diese nur von einander unabhingig sind, und somit kann man sie 
auch auf jede geringere Anzahl untergeordneter Faktoren bringen, 
d. h. sie als Produkt darstellen, dessen einer Faktor eine beliebige 
ihr untergeordnete Ausdehnung ist. Also 

»Der Quotient ist nur dann, aber auch stets dann, eine Aus- 

dehnung, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet und 

von niedererer Stufe ist, und zwar ist seine Stufenzah] dann der 

Unterschied der beiden Stufenzahlen des Dividend und Divisors.“ 

§ 62. Es bleibt nun zu untersuchen, ob in diesem Falle der 
Quotient eindeutig ist, oder mehrdeutig, und wie im letztern Falle 


*) Da die Vertauschung der Faktoren nur dann einen Zeichenwechsel 
erfordert, wenn beide von ungerader Stufenzahl sind, das Produkt also von 
gerader, so werden auch beide Quotienten nur dann entgegengesetzten Werth 
haben, wenn der Dividend von gerader, der Divisor von ungerader Stufe ist; 
in jedem andern Falle werden sie gleichen Werth haben. 
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die Gesammtheit seiner Werthe gefunden werden kann. Es sei 
A : ° 
3. der zu untersuchende Quotient, und B der Grésse A unterge- 


ordnet. Nach dem vorigen § giebt es nun allemal eine Ausdehnung, 
welche mit B multiplicirt A giebt, d. h. welche als Quotient aufge- 
fasst werden kann; es sei C eine solche, so dass also 
BaC=A 

ist, und die Frage ist die, ob es noch andere von C verschiedene 
Ausdehnungen gebe, welche statt C in diese Gleichung gesetzt wer- 
den kénnen. Jedenfalls miisste dieselbe (§ 61) von derselben Stufe 
sein wie ©. Jede von C verschiedene Ausdehnung derselben Stufe 
wird sich, wenn X eine beliebige Grosse derselben Stufe ist, dar- 
stellen lassen in der Form C + X, und es ist also X so zu be- 
stimmen, dass } 


B.(C+X)=A 
ist, wenn C -+- X auch als ein Werth des Quotienten = erscheinen 


soll. Man hat dann 
B.C+ B.X=—=A=B.C, 
d. h. 
B.X=0. 

Nun giebt aber nach § 55 nur das Produkt zweier abhingiger 
Gréssen, aber ein solches auch allemal null, folglich geniigt ausser 
dem partiellen Werth C des Quotienten noch jede andere Grosse, 
welche von ihm um einen vom Divisor abhingigen Summanden ver- 
schieden ist, aber auch keine andere. Die Gesammtheit dieser 
Gréssen, die von B abhingig sind, oder welche statt X gesetzt der 
Gleichung 

B.X=0 


geniigen, kiénnen wir nun nach der Definition des Quotienten mit 
2 : 
B bezeichnen, somit haben wir 


B.C 0 

iB TKR 

Dies Resultat kénnen wir in folgendem Satze darstellen: 
,Wenn der Divisor (B) dem Dividend (A) untergeordnet und 
von niedererer Stufe ist, so ist der Quotient nur partiell bestimmt, 
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und zwar findet man, wenn man einen besonderen Werth (C) 
‘des Quotienten kennt, den allgemeinen, indem man den unbe- 
stimmten Ausdruck einer von dem Divisor (B) abhingigen Grosse 
zu jenem besondern Werth hinzuaddirt, oder es ist dann 
kin =O 4 7) 

Be. B 

Auf die Raumlehre tibertragen sagt dieser Satz aus, dass 
erstens, wenn zu einem Spathecke (Parallelogramme) die Grundseite 
und der Flaichenraum (nebst der Ebene, der er angehéren soll) ge- 
geben ist, dann die andere Seite, die wir Héhenseite genannt 
haben, nur partiell bestimmt sei, und dass, wenn ihr Anfangspunkt 
fest ist, der Ort ihres Endpunktes eine mit der Grundseite parallele 
gerade Linie sei; dass zweitens, wenn zu einer Spathe die Grund- 
fliche und der Kérperraum gegeben ist, die andere Seite (Hohen- 
seite) nur partiell bestimmt sei, und der Ort ihres Endpunktes bei 
festem Anfangspunkt eine mit der Grundfliiche parallele Ebene sei; 
und dass endlich, wenn zu einem Spathe die Héhenseite und der 
Kérperraum gegeben ist, die Grundflache partiell bestimmt sei, in- 
dem dieselbe als der verinderliche ebene Durchschnitt eines Pris- 
mas, dessen Kanten der Hohenseite parallel sind, erscheint. Dies 
letztere bedarf eines Nachweises. Ist namlich eine Grundflache 
als besonderer Werth jenes Quotienten gefunden, d. h. giebt sie 
wirklich mit der gegebenen Héhenseite ausserlich multiplicirt den 
gegebenen Kérperraum, und stellt man sich diese Grundflache in 
Form eines Spathecks vor, so wird man jedes andere Spatheck, was 
mit der gegebenen Héhenseite ausserlich multiplicirt dasselbe Prodult 
giebt, dadurch aus dem ersten gewinnen, dass man den Seiten des 
ersten beliebige mit der Héhenseite parallele Summanden hinzufiigt, 
worin dann der ausgesprochene Satz liegt. 

§ 63. Aus dem Satze des vorigen § ergiebt sich, dass man 
die Gesetze der arithmetischen Division nicht ohne weiteres auf unsere 
Wissenschaft tibertragen kénne, namentlich dass man im Dividend 


*) Es ist dies unbestimmte Glied sehr wohl zu vergleichen mit der un- 
bestimmten Konstanten bei der Integration, und das eigenthtimliche Ver- 
fahren, welches dadurch herbeigefiihrt wird, ist hier dasselbe wie dort.**) 

*#) Vergleiche die Anm. zu S. 7 und 12. (1877.) 
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und Divisor nicht gleiche Faktoren wegheben diirfe. Aber da iiber- 
haupt die Rechnung mit unbestimmten, wenn auch nur partiell un- 
bestimmten Groéssen, mannigfachen Schwierigkeiten unterliegt , und 
in der anderweitigen Analyse des Endlichen nichts vollkommen ent- 
sprechendes findet, so ist es am zweckmissigsten, diesen unbestimmten 
Ausdruck durch bestimmte Ausdriicke zu ersetzen. 

Es ergiebt sich nimlich, dass der Quotient ein bestimmter ist, 
sobald derselbe seiner Art nach gegeben d. h. das System gleicher 
Stufe bestimmt ist, dem er angehéren soll, vorausgesetzt néamlich, 
dass dies System von dem des Divisors unabhingig, dem Systeme des 
Dividend aber untergeordnet sei. Wird diese Voraussetzung er- 
fiillt, so ist in der That immer ein aber auch nur Ein Werth des 
Quotienten méglich, welcher in dem gegebenen Systeme liegt. Denn 
denkt man sich irgend eine diesem Systeme gleichartige Ausdeh- 
nung (C) mit dem Divisor multiplicirt, so wird das Produkt dem 
Dividend gleichartig sein, also auch durch Vergrésserung oder Ver- 
kleinerung jener Ausdehnung (C) dem Dividend gleich gemacht 
werden kénnen, wobei diese Ausdehnung (C) selbst sich als Quo- 
tient darstellt. Aber auch nur Ein solcher Werth des Quotienten 
wird hervorgehen, es sei nimlich C ein solcher Werth des Quotienten 


— so dass also B.C =A ist; es verwandle sich C in eine ihm 


gleichartige Grésse C + C,, wo C, nicht gleich null ist, so hat 
man B.(C + C,) = B.C-+ B.C, = A+ B.C,; 68 ist also 
B (C + C,) nicht gleich A, da B.C,, weil beide Faktoren nach der 
Voraussetzung von einander unabhangig sind, nicht null geben kann. 
Also jeder andere mit C gleichartige Werth geniigt statt C gesetat 
nicht der Gleichung 
BB. CeA,, 
, : A 

d. h. kann nicht als ein Werth des Quotienten 3. aufgefasst werden ; 
also giebt es nur einen solchen. Dies Resultat kann man auch 
so ausdriicken: Wenn zwei gleiche Produkte einen gleichen Faktor 
haben, und der andere Faktor in beiden gleichartig, von dem ersten 
aber unabhingig ist, so ist auch dieser in beiden gleich. Es kommt 
nun darauf an, fiir diesen bestimmten Quotienten eine angemessene 
Bezeichnung zu finden. Es sei P der Dividend, A der Divisor, B 
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eine Grésse, welcher der Quotient gleichartig sein soll, A und B seien 
beide dem Systeme P untergeordnet, aber von einander unabhingig ; 
dann wird P sich als Produkt von A, in B, wo A, mit A gleichartig 
ist, darstellen lassen, der Quotient wird also 
A,.B 
A. 

sein; diesen kénnen wir, sofern er mit B gleichartig sein soll, vor- 
laéufig mit 


Ay 
a8 


: A 
bezeichnen. Also - B soll die mit B gleichartige Grésse B, be- 


zeichnen, welche der Gleichung 
A, B=A.B, 
gentigt. *) 
§ 64. Um nun die Bedeutung dieser Ausdriicke auszu- 
mitten, haben wir die Verbindung eines und desselben Ausdrucks 


*) Die Bezeichnung kann keine Zweideutigkeit hervorrufen, da wir bis- 
her noch nicht einen Quotienten zweier gleichartiger Gréssen kennen gelernt 


A 
haben. Dabei bleibt vorliufig unentschieden, ob in dieser Bezeichnung os 


in der That als Quotient und seine Verbindung mit B als Multiplikation auf- 
zufassen sei; doch wird die Angemessenheit der Bezeichnung erst dann klar 
werden kénnen, wenn wirklich jene Auffassung sich herausstellt. Durch 
einen Seitenblick auf die Zahlenlehre, mit welcher hier unsere Wissenschaft 
in Bertihrung tritt, ohne aber von ihr Sdtze zu entlehnen, leuchtet ein, dass 
wenn A, ein Vielfaches von A ist, auch B, ein eben so Vielfaches von B 


: A; 
sein miisse, und dass also, wenn wir unter r* die Zahl verstehen, welche 


A 
angiebt, ein Wievielfaches A, von A sei, dann B, in der Form ‘< B darge- 


stellt werden kénne. Allein so einfach diese Anwendung der Zahlenlehre 
auch sein mag, so diirfen wir sie hier nicht aufnehmen, ohne unserer 
Wissenschaft zu schaden. Auch wiirde sich dieser Verrath an unserer 
Wissenschaft bald genug richen durch die mannigfachen Verwickelungen 
und Schwierigkeiten, in die wir sehr bald durch den Begriff der Irrationalitat 
gerathen wiirden. Wir bleiben daher, ohne uns durch die betriigerische 
Aussicht auf einen bequemen Weg verlocken zu lassen, unserer Wissenschaft. 
getreu. 
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A 2 erent 
= mit verschiedenen Gréssen zu untersuchen. Zuniichst ergiebt sich, 


dass, wenn A, B, C von einander unabhingig sind, und 


Ay 
—B=B 
cae 1 
ist, dann auch allemal 
Agia 1B 
me Cis BR C 


sein muss. Denn aus der ersten Gleichung hat man nach der De- 
finition 


Ay B== A. By. 
. Ay -. 
Und setzt man Te C = Q, so ist 


Aj. Os A.C}. 
Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit C, die zweite mit 
B (auf zweiter Stelle), so hat man 
(Ay SBC eer ABC 
A,.B.C =—A-B.C. 
Also auch 
A.B Ct An BC: 
Da nun B,.C mit B.C, gleichartig ist, und der andere Faktor (A) 
sowohl als das Produkt auf beiden Seiten gleich ist, so muss (§ 63) 
B, -C=B.C,; d. h. : 
= C=C, = 2 C 
sein. Also wenn 
Ay 


aie B= B, 


: : A 
ist, so geben die Ausdriicke na und = mit jeder beliebigen von 


A.B unabhingigen Griésse verbunden dasselbe Resultat. Aber wir 
kénnen nun zeigen, dass dies auch dann noch der Fall sein miisse, 
wenn beide Ausdriicke mit einer Grésse C verbunden sind, welche nur 
von A und von B unabhingig ist, ohne zugleich von dem Produkte 
A.B unabhingig zu sein. Zunichst erweisen wir dies fiir den 


Fall, dass C eine Strecke sei, die wir mit ¢ bezeichnen wollen. 
Ks sei also 
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1 
aaa Cy oder Ay.c= A. cy, 


wo ¢ zwar von A und B unabhingig, aber von A.B abhingig sei. 
Um nun zu zeigen, dass dann, wenn 
eas B= B, ist, auch =! em theme, 
sein mtisse, suchen wir den Faktor ¢ durch Hinzufiigung einer von 
A.B unabhingigen Strecke p selbst davon unabhingig zu machen. 
Man erhalt dann statt Ay.c den Ausdruck A,.(c-+p); diesem wird 
ein Ausdruck gleichgesetzt werden kénnen, dessen erster Faktor A 
und dessen zweiter mit (e-+p) gleichartig ist, und also als Summe 
zweier mit ¢ und p gleichartiger Stiicke dargestellt werden kann, es 
sei derselbe cg +- p, so hat man 
Ay. (ep) =A. (eg py). 

Multiplicirt man diese Gleichung mit p, so erhilt man 
A,.c.p==A.cg.p oder, da Ay.c=A.¢ ist, 
A.q.p=A.ey.p 
und daraus folgt, da die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, 

nach § 63 die Gleichung 
Cy = Cp. 

Fiihrt man daher statt cg diesen Werth c, oben ein, so erhilt man 

Ay.(c-+p)—=A. (e+ po) 
Und da nun p von A.B unabhingig war, also auch (c + p) davon 
unabhingig ist, so kénnen wir nun das oben erwiesene Gesetz an- 
wenden, dass 

B,. (c+ p) =B. (4 + Pi) 
ist; also auch, mit p multiplicirt, 

Bye. p==B.. 4p; 
und da hier die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, so hat man 
B, .c=B.c oder pie=a= ste 

auch dann noch, wenn e von A.B abhingig ist. Nun kénnen wir 
dies Resultat leicht ausdehnen auf den Fall, dass die Ausdriicke 


= und a welche der Gleichung 
Ay 
Gime oder A,.B=A.B, 
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entsprechen, mit einer beliebigen von A und von B unabhingigen 
Grosse hdherer Stufe C verbunden sind. Es sei C—c.d.e...., 
so lisst sich jede mit C gleichartige Grosse C, inder Form q.d.e... 
darstellen, wie wir schon an mehreren Orten gezeigt haben. Ist also 


“1 o=G oder A,.C=A.C,,; 


so hat man nun durch jene Substitution 


Ann. 1.Cn565e  C AO a, 
woraus, vermdge der Gleichartigkeit der Faktoren, folgt (§ 63) _ 
Ay c= Ac, , 
somit auch nach dem so eben erwiesenen Satze 
B..c=58 .c,, 
also auch durch Wiederholung derselben Schlussreihe 
By ede... ed ek 


d. h. 
B A 
B,.C=B.C, oder 3 U=ti 4" 6.) 
Wir haben somit den allgemeinen Satz bewiesen: 
A 
» Wenn vc B= B, ist, so ist auch in Bezug auf jede Grisse C, 


welche von A und von B unabhingig ist, 


Ay ihe B, 2 
Teper > 


§ 65. Da nun der Begriff der Ausdrticke = und = nur be- 


stimmt ist, so fern sie mit Gréssen verbunden sind, die von A und B 
unabhingig sind, und fiir jede zwei solche Verbindungen, in welche 
A By 
re und ae mit derselben Grésse eingehen, unter der Voraussetzung, 
dass 
Ay 
A 
ist, die Gleichheit dargethan ist, so folgt, dass wir berechtigt sind, 


B=B, 


: A B : 
die Ausdriicke re und a unter obiger Voraussetzung selbst ein- 


ander gleichzusetzen, und dadurch den Begriff, den diese Ausdriicke 
an sich haben, zu bestimmen. Also 
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A 
» Wenn $e B=B, oder A,y.B=A.B, ist (A und B von ein- 


ra 


ander unabhingig gedacht), so setzen wir A 


B 
leich —*.« 
gleic B 


Es ist klar, wie hierdurch die Bedeutung von AB auch dann 


bestimmt ist, wenn B von A abhingig ist; denn man hat nur eine 
Hiilfsgrésse C anzunehmen, welche von A und B unabhingig ist, 
und ©, so zu bestimmen, dass nach der angegebenen Definition 


C A ; 
i gleich ist ie so ist durch Substitution des Gleichen 


Ay Cy 
re Bes c B, 
und dadurch auch der Begriff des ersten Ausdrucks bestimmt. Nament- 
lich ergiebt sich daraus, dass 
Ay 
wee 


ist. Denn nimmt man eine Hiilfsgrésse B, welche von A unabhingig 


A=A, 


ist, und setzt 


Aju aS B 
eo d. h. ace 
so muss auch nach dem allgemeinen Begriff des Gleichen 
Ay By 
—A=—A 
A B 


sein; der letztere Ausdruck ist aber, wir wir soeben zeigten, gleich 
A,, also auch der erstere, was wir zeigen wollten. Hieraus nun 


A 
folgt zugleich, dass der Ausdruck ri als Quotient aufgefasst wer- 


den kénne, sobald seine Verbindung mit andern Grdéssen, wie wir 
sie bisher beschrieben, als Multiplikation dargethan ist, d. h. die Be- 
ziehung jener Verbindung zur Addition als eine multiplikative nach- 


gewiesen ist. 
A A A 
§ 66. Zuerst ist = (b-+-¢)= a b Hi c. Nimlich a (b-++e), 
st eine mit b -+ ¢ gleichartige Strecke, welche sich daher auch in 


Stiicken ausdriicken lassen muss, die mit b und ¢ gleichartig sind; es 


seien dies b, und c, also 
q * 
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Se Sot) =b +e 
oder Ay. (b+ e) =A. (by + «). 


Man multiplicire diese Gleichung mit c, so hat man 
Ay -b.e== Ab, .¢, 
also auch vermége der Gleichartigkeit der Faktoren 


A 
A,.b=A.b, oder —*b=by. 


A 
Auf dieselbe Weise ergiebt sich durch Multiplikation mit b, dass 
Ay 
AS c= 


ist; substituirt man diese Ausdriicke fiir b,; und c in die obige 
Gleichung °), so hat man in der That 

Ab +c)= abo ae 
Es ist dies nun auszudehnen auf den Fall, dass statt b und ¢ Aus- 
dehnungen héherer Stufen B und C eintreten. Die Summe derselben 
giebt nach § 47 nur dann eine Ausdehnung, wenn beide Ausdehnungen 
n-ter Stufe sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n—1)ter Stufe 
bringen lassen. Es sei daher 

B=b.E, C=c.H. 

Dann sei 


A A 
a b= bis aoa c, also Ay .(b + c) =A. (b, + ), 


so ist auch noch, wenn man diese Gleichung mit E multiplicirt, 
A,.(b + c) _E=A.(b, “+ C) . 
oder 


A,.(b.E “ e. BE) Athy EB + ¢,.E) 
oder 


). B+ C=). B+ eB. 


Ks ist aber, wenn man die Gleichungen, durch welche b, und c be- 
stimmt wurden, in Produktform darstellt und mit E multiplicirt, 
A;.b.E=A.b,.E; A,.c.E=A.oq,.E 
also 
Ay 


x B==b,.E 
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und auf dieselbe Weise 


A 
7 O=4-E. 


Diese Ausdriicke fiir b;.E und c,.E in die obige Gleichung**) sub- 
stituirt, hat man 


Ay Ay Ay 

said = ——C 
Gilt nun die multiplikative Beziehung fiir reale Summen, so gilt 
sie auch fiir formale, weil diese ihrem Begriffe nach nur durch jene 


bestimmt sind; da namlich dann B ++ C keine Ausdehnung darstellt, 
so hat auch 


Ay 
acpi iC 
A \ ) 


nur die formelle Bedeutung, dass es 
Ay At 
=-—B 
A mr A . 


gesetzt werde. Es gilt also die multiplikative Beziehung fiir diese 


A ahs 
Ausdriicke (2 etc. ) allgemein, und ihre Verkniipfung, wie wir sie 


aufgefasst haben, ist als wahre Multiplikation zu fassen. Also ist auch 


A 
a selbst ein wahrer Quotient *). 

§ 67. Um eine anschaulichere Idee des Quotienten zu gewinnen, 
gehen wir zunichst von Strecken aus; es seien a und b von einander 


unabhangig, und 


ay by 

— == oder a,j. b—=a.b 

a b ray a. 04, 
so hat man aus der letzten Gleichung 


a,.b-+b,.a=~o, 
oder da man dem zweiten Faktor Stiicke hinzufiigen darf, die dem 
ersten gleichartig sind, 


*) Da die Stufenzahl des Quotienten die Differenz ist zwischen den Stufen- 
zahlen des Dividend und Divisor, so ist als Ausdehnungs-Groésse 0-ter Stufe 


zu fassen, was auch damit iibereinstimmt, dass wenn eine Ausdehnung mit 
ihr multiplicirt wird, sich deren Stufenzahl nicht indert. 
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ay.(a + b) + by. (a + b) =0, 

(ay + by). (a a b) =9, 
d. h. (a + b) und (a, ++ by) sind gleichartig oder kénnen als Theile 
desselben Systems erster St. aufgefasst werden. Nach der Erzeugungs- 
weise des Systems erster St. mussten dann a, und b, entsprechende 
Theile von a und b sein. Schreibt man nun die urspriingliche 
Gleichung als Proportion 

@y : a == by: b, 

so gelangt man zu dem Satze: Vier Strecken stehen in Proportion, 
wenn die erste von der zweiten der entsprechende Theil ist, wie die 
dritte von der vierten. Nach dem Begriff des Quotienten zweier gleich- 
artiger Grissen bleibt der Werth desselben ungeiindert, wenn man 
Dividend und Divisor mit derselben unabhiingigen Ausdehnung multi- 
plicirt, den Quotienten erweitert ; niémlich wenn 
a, by 


a. b=a.b,; also ey 


ist, so ist auch 

a,.H.b==a.E. by, also 

4-E by ay 

——_ = —, also=——. 

a. i 80 a 
Somit kann man auch jedes Verhiltniss durch eine beliebige Aus- 
dehnung erweitern. Nun kénnen wir sagen, dass aj. von a. E der 
entsprechende Theil ist, wie a, von a, und somit haben wir den all- 
gemeinen Satz: Vier Grissen stehen in Proportion, wenn die erste von 
der zweiten der entsprechende Theil ist, wie die dritte von der vierten. 

§ 68. Wir haben nun die Verkniipfungen dieser neu ge- 

wonnenen Gréssen, die wir Zahlengréssen nennen, sowohl unter sich, 
als mit den Ausdehnungsgrissen darzustellen. Die multiplikative 
Verkniipfung derselben mit den Ausdehnungsgréssen haben wir dar- 
gestellt, und ihre Beziehung zur Addition gesichert. Wir haben 
nun die rein multiplikativen Gesetze dieser Verkniipfung, d. h. die 
Vereinbarkeit und Vertauschbarkeit der Faktoren zu untersuchen. 
Ks ergiebt sich, dass man in einem dusseren Produkt, worin Zahlen- 
gréssen vorkommen, diese jedem beliebigen Faktor zuordnen kann 


; a 
ohne den Werth des Resultates zu andern. In der That ist, — mit 
a 


@ hezeichnet, 
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a (B.C) =(aB).C. 
Denn es sei «B oder B=By, oder 


a. B=a.B,, 
so hat man durch Multiplikation mit C 
a.B.C=a.B, eC; 
also auch nach der Definition 


(B.C) =B,.C, oder 


a (B.C) = (@B).C. 

Was die Vertauschbarkeit anbetrifft, so ist die Bedeutung des Aus- 
drucks Aw, wo A eine beliebige Ausdehnung, & aber eine Zahlen- 
grosse ist, noch nicht festgesetzt; und wir kénnen diese Bedeutung 
nach der Analogie bestimmen. Nd&mlich da die Ausdehnungsgrisse 
nullter Stufe als Ausdehnungsgrisse von gerader Stufe erscheint, eine 
solche aber in einem dusseren Produkt beliebig geordnet werden darf, 
so kénnen wir feststellen, dass unter Aa dasselbe verstanden sein 
solle, wie unter «A, woraus dann folgt, 

,aass die Stellung einer Zahlengriésse inuerhalb eines dusseren 

Produktes ganz gleichgiiltig ist.“ 
Was endlich den Quotienten einer Ausdehnung durch eine Zahlen- 
grésse betrifft, so ist dessen Bedeutung aus dem allgemeinen Begriff 
der Division sogleich klar, und die Eindeutigkeit dieses Quotienten, 
so lange der Divisor nicht 0 wird, ergiebt sich leicht. In der That 
es sei 
=X, «= ae 

a4 

wo a von B unabhingig sei, so hat man 


aD —X=B, anki ae B, 
1 


und wir haben oben gezeigt, dass es nur Hinen mit B gleichartigen 
Werth X giebt, welcher dieser letzten Gleichung geniigt, wihrend 
jene Gleichartigkeit in den vorhergehenden Gleichungen ausge- 
sagt ist. 
§ 69. Zudem Begriffe des Produktes mehrerer Zahlengréssen ge- 
langen wir vom fortschreitenden Produkte aus. Setzen wir das Produkt 
PTs c.'s 3 =< “y 
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wo die Ausdehnung P mit den Zahlengréssen a, f, y, .... fort- 
schreitend, d. h. so multiplicirt werden soll, dass das Resultat 
jeder friiheren Multiplikation mit der nichstfolgenden Zahlengrosse 
multiplicirt wird : so entsteht die Aufgabe, eine Zahlengrésse zu finden, 
mit welcher P multiplicirt sogleich dasselbe Resultat P, gebe. 


A, B 
Zu dem Ende seien a, f, y,... dargestellt in den Formen ae Te 
2 ...., 80 dass P, A, B, C.... alle von einander unabhingig seien. 


Multiplicirt man dann beide Seiten der obigen Gleichung ‘) mit 
A.B.C..., so kann man nach dem vorigen § die Zahlengréssen 


Ay By Cy 


a: ae BaP oder 75 »@t 


. jedem beliebigen dieser Faktoren zu- 


A 
ordnen, also auch re dem A u. s. w., und erhalt dadurch 


PAY. Bon. Cy oo seek eC. 
Also ist, da P, dem P gleichartig ist, nach der Definition des 
Quotienten 


Ve ide RA 
P, =P ——_———_ 
i ae 
Somit haben wir das Gesetz, dass 
A,B,C, — pAr-Bi-G Arcee 
Pe AoC) eae A.B.C 


ist, zunichst zwar nur, wenn P von A.B.C... unabhingig ist, aber 
demnichst auch, wenn P hiervon abhingig ist. Um dies zu zeigen, 
stellen wir zuerst die Zahlengréssen a, 8, y... oder die Quotienten 
Ay 
i 
hingig ist, so werden wir nun das obige Gesetz anwenden kénnen, und 
eine Zahlengrésse @ erhalten, welche statt der fortschreitenden Fak- 


: A 
.... in neuen Formen (4 ete.) dar, so dassP von A.B.F....unab- 


Ay Ay 
toren —,... (oder Ne . gesetzt werden kann und welche gleich 


A A 
Ay Bye Ae : ; 
Tans ist. Nimmt man nun eine Ausdehnung Q zu Hiilfe, 
welche sowohl von A.B.C....... als auch von diesen neuen Gréssen 


A.B.I... wnabhingig ist, so ergiebt sich Q a PB y.... vermige 
der ersten Gréssen gleich 
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vermége der zweiten aber gleich 


Qe 


Also ist 
Bae SOR at 
ae i 6 Cea 
Nun war aber 
P.apy...==Po 


vermége der zweiten Reihe von Formen, also ist auch vermiége des 
gefundenen Werthes fiir 0 
pat Bi Gp Ap By. Oj .- 
AWB TC AS BUCS. .» 
Es ist also das obige Gesetz in seiner ganzen Allgemeinheit be- 
wiesen. 

§ 70. Hieraus gehen sogleich zwei fiir die Verkniipfung der 
Zahlengréssen héchst wichtige Folgerungen hervor, nimlich erstens, 
dass, wenn fiir irgend eine Grésse P die fortschreitende Multipli- 
kation mit mehreren Zahlengréssen @, 6, y... durch die Multipli- 
kation mit einer bestimmten Zahlengrésse @ ersetzt wird, dies auch 
fiir jede andere Grdsse gilt, die statt P gesetzt wird, indem namlich 
der fiir @ im vorigen § gewonnene Ausdruck gianzlich unabhangig 
ist von P, und nur von den Zahlengréssen @, #,... abhiingt; zweitens 
dass die Zahlengréssen auch beliebig unter sich vertauscht werden 


feted sme aon 
kénnen, weil man in dem Produkt ‘< B u im Zihler und Nenner 


gleiche Vertauschungen vornehmen kann, indem dadurch in beiden 
gleiche Zeicheninderungen, also fiir den Werth des Quotienten gar 
keine hervorgeht. Die erste dieser Folgerungen berechtigt uns, das 
Produkt efy... selbst gleich @ zu setzen. Also: 
, Unter dem Produkte mehrerer Zahlengréssen ist diejenige 
Zahlengrésse zu verstehen, welche in ihrer Multiplikation mit 
irgend einer Ausdehnung dasselbe Resultat liefert, als wenn diese 
Ausdehnung fortschreitend mit den Faktoren jenes Produktes 
multiplicirt wird. “ 


Hiernach ist also, wenn A, B, C... von einander unabhangig sind, 
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A,B,C, — Ay.B,.Q,.... 
A 2 Cee 
Die zweite Folgerung, die wir vorher ableiteten, sagt nun aus, dass 
man Zahlengrissen als Faktoren unmittelbar vertauschen kénne. 
§ 71. Um nun die Geltung aller Gesetze arithmetischer Mul- 


tiplikation und Divison (s. § 6) fiir die Zahlengréssen nachzuweisen, 
haben wir noch die Eindeutigkeit des Quotienten 2 so lange & nicht 
null ist, darzuthun. Es bedeutet nach der allgemeinen Definition 
analytischer Verkniipfungen £ diejenige Grisse, welche mit @ multi- 


plicirt & giebt; es sei nun ey gleich f, so haben wir zu zeigen, dass, 
wenn zugleich ay gleich @ sei, y nothwendig gleich y sein miisse, 
vorausgesetzt noch immer, dass @ nicht null sei. Hs soll also, wenn 
A irgend eine Ausdehnung vorstellt, vorausgesetzt werden, dass 
AB =A (ay) =A (ay) 
sei; da man aber nach dem vorigen § statt mit dem Produkte, mit den 
einzelnen Faktoren multipliciren kann, so hat man auch 
(Ac) y= (Ag) y’. 

Nun haben wir aber bei der Definition der Zahlengrisse fest- 
gesetzt, dass zwei Zahlengréssen, welche mit derselben Ausdehnung 
multiplicirt gleiches Resultat geben, auch als gleich betrachtet wer- 
den miissen. Ist nun @ nicht null, so ist A@ eine wirkliche Aus- 
dehnung, also nach der angefiihrten Bestimmung yy’, d. h. der 
Quotient zweier Zahlengréssen eindeutig, so lange der Divisor nicht 
null ist. Da nun auf der Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der 
Faktoren, wie auch auf der Eindeutigkeit des Quotienten in dem 
angegebenen Umfange, alle Gesetze arithmetischer Multiplikation 
und Division beruhen (§ 6) und dieselben Gesetze auch fiir die Ver- 
kniipfung der Zahlengréssen mit den Ausdehnungen gelten (§ 68), so 
ergiebt sich, dass 

»alle Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division fiir die 

Verkniipfung der Zahlengréssen unter sich und mit den Aus- 

dehnungsgréssen gelten.“ *) 


*) Wir entlehnen dabei nichts aus der Arithmetik, als nur den Namen, 
indem wir die Gesetze dieser Verkniipfungen in der allgemeinen Formenlehre 
§ 6 unabhingig dargethan haben. 
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Hierdurch ist nun zugleich der wesentliche Zusammenhang 
zwischen der arithmetischen und der dusseren Multiplikation darge- 
than, indem jene als specielle Gattung von dieser erscheint fiir den 
Fall nimlich, dass die Faktoren Ausdehnungsgréssen nullter Stufe 
sind. Wir bedienen uns daher fiir die Multiplikation der Zahlen- 
gréssen beliebig bald des Punktes bald des unmittelbaren Aneinander- 
schreibens, indem das letztere uns oft bequem ist, um die Klammern 
zu ersparen und dadurch die Uebersicht zu erleichtern. 

§ 72. Um zur Addition zweier Zahlengréssen (@ und f) zu ge- 
langen, haben wir zunichst den Ausdruck 

aC + pC=C, 
zu betrachten, und die Zahlengrésse zu suchen, mit welcher C mul- 
tiplicirt werden muss, damit derselbe Werth C, hervorgehe. Zu 


dem Ende seien @, # dargestellt in den Formen = und bal wo a 
a 

von C unabhingig sei. Die obige Gleichung verwandelt sich dann in 
ay a9 
—C —C= 
a ay a a 

und durch die Multiplikation mit a in 

a, .C--ag.C=a.Qj, oder (a, a2). C= a. Cy, 
also 


C, poticta C. 


Wir haben somit den Satz gewonnen, dass 
ay Qa’ ay + ay 
 ieeciee oman dilea 
sei, und zwar zuniichst nur, wenn a von C unabhiingig ist, aber auf 
dieselbe Weise wie in § 69 lasst sich dies auf den Fall der Abhangig- 
keit ausdehnen. Aus diesem Satze nun geht hervor, dass wenn 
aC+téC=yC 
ist, dann auch, weil der Ausdruck fiir y nur von @ und f und nicht 
von C abhingig ist, dieselbe Gleichung fiir jeden Werth von C fort- 
besteht, und darin liegt die Berechtigung in diesem Falle & + 6 
gleich y zu setzen. Also wir setzen 
a “i p Sp 
wenn 


aC+ @C=yC 
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ist, wo C irgend eine Ausdehnung bezeichnet, d. h. nach der De- 
finition ist 
aC + bC=(e@ + B) Cc" 

Um nun diese Verkniipfung als wahre Addition nachzuweisen, 
haben wir die Geltung der additiven Grundgesetze und der additiven 
Beziehung zur Multiplikation darzuthun. Zuerst liegt die Vertausch- 
barkeit der Stiicke direkt in der Definition, da auch die Stiicke aC 
und @C vertauschbar sind. Um die Vereinbarkeit der Stiicke nach- 
zuweisen gehen wir darauf zuriick, dass 

(@O + BC) + yC=aC + (C+ 7C) 
ist; diese Gleichung verwandelt sich, wenn man das in der Definition 
dargelegte Gesetz auf jeder Seite zweimal anwendet, in 


a [(@ + 6) +7] C—[e4+ +] C, 
woraus folg 
Cae drip arth ml Aiea A 


Endlich ist auch das Resultat der Subtraktion eindeutig. Denn 
wird der Werth von @ in der Gleichung 


a+ Boy 
ay ag a3 5 
gesucht, so erhalten wir, wenn @ = —-, B= —, y= — gesetzt wird, 
a a 


nach dem obigen die Gleichung 

a + a= as, 
oder 

ag = ag — ay. 


: : a 
Also hat ag einen bestimmten Werth, also auch — oder f, d. h. 
a 


y— a hat nur Einen Werth, das Resultat der Subtraktion ist ein- 
deutig. Da somit die Grundgesetze der Addition und Subtraktion 
gelten, so gelten auch alle Gesetze derselben. 
§ 73. Es bleibt uns nur noch iibrig, die Beziehung dieser 
Addition zur Multiplikation darzustellen, und zu zeigen, dass 
a(@ + y)—=a8 + ay 
ist. Es ist nach der Definition des Produktes (§ 70) 
P.a(@- y)=Pea.(@-+ )), 
wo der Punkt zugleich die Stelle der Klammern vertreten soll, der 
Ausdruck der rechten Seite ist aber nach dem vorigen § 
=Pa.e~@tPa.y 
=P.aftP.cy. 
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Also ist wiederum nach dem vorigen §, da 
P.a(@+y)—=P.of + P.ay 

ist, auch @ (8+ y)=eaf8—+ ay. Durch Verkniipfung dieses 

Resultates mit den frither gewonnenen gelangen wir nun zu dem 

allgemeinen Lehrsatze : 

»Alle Gesetze der arithmetischen Verkniipfungen gelten auch 
fiir die Verkniipfungen der Zahlengréssen unter sich und mit 
den Ausdehnungen; und alle Gesetze der dusseren Multiplika- 
tion und ihrer Beziehung zur Addition und Subtraktion bleiben 
bestehen, auch wenn man die Zahlengrisse als Ausdehnungs- 
grésse null-ter Stufe nimmt, nur dass das Resultat der Division 
mit ihr ein bestimmtes wird.“ 

Wenden wir den Begriff der Abhangigkeit, wie wir ihn in § 55 
fiir Ausdehnungen aufstellten, auch auf die Zahlengréssen an, als 
Ausdehnungsgrissen null-ter Stufe, so zeigt sich, dass diese immer 
unter sich und von allen Ansdehnungsgréssen unabhingig gedacht 
werden miissen, wenn nicht etwa eine dieser Grissen null wird. Die 
Null hingegen erscheint nach § 32 immer als abhingig. Auf der 
andern Seite erscheinen die Zahlengréssen stets als einander gleich- 
artig. 

§ 74. Da wir schon in den Anwendungen zu den vorigen 
Kapiteln der leichteren Uebersicht wegen die Zahlengrisse mit auf- 
genommen hatten: so bleibt uns hier nur noch iibrig, die hier gewiihlte 
Methode auf die Geometrie anzuwenden. Es ist als ein wesent- 
licher Uebelstand bei den bisherigen Darstellungen der Geometrie 
zu betrachten, dass man bei der Behandlung der Aehnlichkeitslehre 
auf diskrete Zahlenverhiltnisse zurtickzugehen pflegt. Dies Ver- 
fahren, was sich zuerst leicht darbietet, verwickelt, wie wir schon 
oben andeuteten, bald genug in die schwierigen Untersuchungen 
tiber inkommensurable Gréssen; und es racht sich das Aufgeben 
des rein geometrischen Verfahrens gegen ein dem ersten Anscheine 
nach leichteres durch das Auftreten einer Menge schwieriger Unter- 
suchungen von ganz heterogener Art, welche tiber das Wesen der 
réumlichen Gréssen nichts zur Anschauung bringen. Allerdings 
kann man sich nicht der Aufgabe entziehen, die riumlichen Gréssen 
zu messen und das Resultat dieses Messens in einem Zahlenbegriff 
auszudriicken. Allein diese Aufgabe kann nicht in der Geometrie 
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selbst hervortreten, sondern nur dann, wenn man ausgeriistet einer- 
seits mit dem Zahlenbegriff, andrerseits mit den raéumlichen An- 
schauungen, jenen auf diese anwendet, also in einem gemischten 
Zweige, welchen wir im allgemeinen Sinne mit dem Namen der 
Messkunde belegen kénnen, und von welchem die Trigonometrie 
ein besonderer Zweig ist.*) Bis auf diesen Zweig nun die Aehn- 
lichkeitslehre oder auch noch gar die Flacheninhaltslehre hinaus- 
schieben zu wollen, wie es zwar nicht der Form nach, aber dem 
Gehalte nach in der That bisher geschehen ist, hiesse die (reine) 
Geometrie ihres wesentlichen Inhaltes berauben. Nun finden wir 
zu dem Wege, den wir hier verlangen, in der neueren Geometrie 
mannigfache Vorarbeiten, in unserer Wissenschaft aber ist uns der 
Weg selbst aufs vollkommenste vorgezeichnet. 

§ 75. Es bieten sich hier zwei Ausgangspunkte dar, welche 
jedoch ihrem Wesen nach zusammenfallen, wie verschieden auch 
ihr Ausdruck klingen mag. Namlich vier Strecken, von denen die 
beiden ersten und die beiden letzten unter sich parallel sind, aber 
nicht diese mit jenen, stehen in Proportion, nach der ersten Be- 
trachtungsweise, wenn das Spatheck aus der ersten und vierten 
gleich ist dem aus der zweiten und dritten, nach der zweiten Be- 
trachtungsweise, wenn die Summe aus der ersten und dritten (im 
Sinne unserer Wissenschaft) parallel ist mit der Summe aus der 
zweiten und vierten. Schon aus der in § 67 gefiihrten Entwickelung 
geht die wesentliche Uebereinstimmung beider Betrachtungsweisen 
hervor, indem wenn 
a, DA. by 
war, daraus hervorging, dass 


(a +> by). (a + b) =0**) 
d. h. beide Summen (a +b) und (a, + b,) parallel waren, und 
ebenso wiirde aus der letzten Gleichung die erste folgen; und es 


*) Die Zahlengrésse, wie wir sie in unserer Wissenschaft entwickelt 
haben, erscheint nicht als diskrete Zahl, d. h. nicht als eine Menge von 
Einheiten, sondern in stetiger Form, als Quotient stetiger Griéssen, und 
setzt daher den diskreten Zahlenbegriff keinesweges voraus. 

**) Die Formeln sind hier nur Reprisentanten geometrischer Sitze, die 
ein jeder leicht aus denselben herauslesen kann, s. Fig. 12, a. 
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ist also gleichgiiltig, von welcher der beiden Gleichungen wir die 
Giiltigkeit der Proportion 
a :a==b,:b 

abhingig machen. Wir wollen die zweite Betrachtungsweise als die 
geometrisch einfachere wihlen und kénnen dieselbe so ausdriicken: 
Wenn zwei Dreiecke parallele Seiten haben, so sagen wir, dass zwei 
beliebige parallele Seiten beider sich verhalten, wie zwei andere in 
entsprechender Folge genommen; denn wenn a und b zwei Seiten 
des einen, und a, und hb, die damit parallelen Seiten des andern 
sind, so sind eben dann und nur dann a + b und a, ++ by einander 
parallel. Hierbei ist wohl zu beachten, dass auf dieser Stufe vier 
Strecken, als Strecken d. h. mit festgehaltener Linge und Richtung 
aufgefasst, nur dann als proportionirt erscheinen, wenn sie paar- 
weise parallel sind, und diese parallelen Strecken stellen wir dann 
in der Proportion auf die beiden ersten und auf die beiden letzten 
Stellen. 

§ 76. Der eigentliche Nerv der Entwickelung beruht nun 
darin, die Proportion als Gleichheit zweier Verhiltnisse nachzu- 
weisen, so dass, wenn 

a:a, ==): by, und 

3a = C3 
ist, auch 

bby =: ¢, 

sei. Um den geometrischen Ausdruck dieses Satzes zu finden, 
setzen wir *) 

a= AB, a, = AC 

b= BD, b, =CE; 
dann wiirden, wenn die erste Proportion bestehen soll, die Punkte 
A, D, E eine gerade Linie bilden miissen, weil a + b, d. h. (AD) 
parallel sein soll, a, ++ b,, d. h. AE, ebenso sei 

c== BF, ¢, = CG; 
so werden wieder vermége der zweiten Proportion die Punkte 
A, F, G eine gerade Linie bilden; soll nun auch die dritte Pro- 
portion richtig sein, so mtisste DF parallel mit EG sein; es ist also 
zu zeigen, dass, wenn die Ecken eines Dreiecks in geraden Linien 
fortriicken, die sich in Einem Punkte scheiden, und zwei von den 


*) §, Fig. 12, b. 
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Seiten parallel bleiben, auch die dritte parallel bleiben miisse. Dieser 
Satz ergiebt sich sogleich, wenn die beiden Dreiecke oder (was auf 
dasselbe zuriickliuft) die drei Linien, in welchen sich die Ecken be- 
wegen, nicht in derselben Ebene liegen. In diesem Falle darf man 
nur durch je zwei der von A ausgehenden Linien eine Ebene ge- 
legt denken, und durch den Punkt C eine mit BDF parallele Ebene 
legen, so wird diese die drei ersten Ebenen in Kanten schneiden, 
welche mit den Seiten jenes Dreiecks BDF parallel sind, und wovon 
zwei mit CE und CG zusammenfallen; somit wird auch die dritte 
mit EG zusammenfallen, also EG mit DF parallel sein. 

§ 77. Liegen jene Linien in Einer Ebene, so hat man nur 
von B und © zwei ausserhalb der Ebene liegende einander parallele 
Linien zu ziehen, welche durch eine von A aus gezogene Linie in 
den Punkten H und I geschnitten werden. Dann ist nach dem 
Satze des vorigen § erstens HD parallel IE, zweitens HF parallel 
IG, also vermige des Parallelismus dieser beiden Linienpaare wieder 
nach demselben Satze DF parallel mit EG. Somit haben wir all- 
gemein bewiesen, dass wenn die Ecken eines Dreiecks sich in 
geraden Linien fortbewegen, die durch einen Punkt gehen, und zwei 
Seiten parallel bleiben, auch die dritte es bleibt; oder dass, wenn 
zwei Streckenpaare einem und demselben Streckenpaare proportio- 
nirt sind, sie auch unter einander proportionirt sein miissen, sobald 
die drei Streckenpaare 3 verschiedene Richtungen darbieten. 

§ 78. Der Begriff einer Proportion zwischen vier parallelen 
Strecken hat in dem Vorigen noch keine Bestimmung erfahren. 
In der That ist dieser Fall, obgleich arithmetisch der einfachste, 
doch geometrisch der verwickeltste, sofern zu 3 parallelen Strecken 
die vierte Proportionale geometrisch nur durch zu Hiilfe nehmen 
einer neuen Richtung erfolgt. Nach dem Princip der im vorigen 
§ geftihrten Entwickelung haben wir ein Streckenpaar einem ihm 
parallelen als proportionirt zu setzen, wenn beide einem und dem- 
selben Streckenpaare proportionirt sind; denn sind sie es mit Einem 
solehen, so sind sie es nach dem vorigen § auch mit jedem andern, 
welches dem vorher angenommenen selbst proportionirt ist. Es gilt 
somit , wenn wir diese Definition noch zu Hiilfe nehmen, allgemein 
der Satz, dass zwei Streckenpaare, welche einem und demselben 
Streckenpaare proportionirt sind, es auch unter einander sein miissen. 
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Somit kénnen wir auch die Proportion, wie wir ihren Begriff 
geometrisch bestimmten, in der That als Gleichheit zweier Aus- 
driicke darstellen, deren jeden wir ein Verhiltniss nennen. Geome- 
trisch sagt dies Resultat, indem man die proportionirten Strecken 
an Einen Punkt anlegt, zunichst nur aus, dass wenn die Ecken eines 
Dreiecks oder iiberhaupt eines Vielecks sich in geraden Linien 
bewegen, die durch Einen Punkt gehen, und die tibrigen Seiten 
dabei sich parallel bleiben, auch die letzte sich parallel bleiben 
miisse , und eben so jede Diagonale. Oder betrachtet man dies sich 
andernde Vieleck in zweien seiner Zustiinde, so hat man den Satz: 
» Wenn die geraden Linien, welche die entsprechenden Ecken zweier 
Vielecke von gleicher Seitenzahl verbinden, durch Einen Punkt 
gehen, und alle entsprechenden Seitenpaare bis auf eines parallel 
sind, so muss auch dies eine Paar parallel sein.“ Jene Vielecke 
heissen dann bekanntlich ,,ihnlich und ahnlich liegend ,“ jener Eine 
Punkt ihr ,,Achnlichkeitspunkt“. Umgekehrt ergiebt sich, dass zwei 
Dreiecke, welche parallele Seiten haben, auch dhnlich und dhnlich 
liegend sind, oder dass die geraden Linien, welche ihre ent- 
sprechenden Ecken verbinden, durch Einen Punkt gehen. Hieraus 
wieder folgt, dass in ahnlichen und ahnlich liegenden Figuren die 
Durchschnittspunkte zweier entsprechender Diagonalenpaare mit 
dem Aehnlichkeitspunkte in Einer g. L. liegen und iiberhaupt, dass, 
wenn man die Verbindungslinien entsprechender Punktenpaare und 
ebenso die Durchschnittspunkte entsprechender Linienpaare als ent- 
sprechend setzt, dann jedesmal in ahnlichen und ihnlich liegenden 
Figuren je zwei entsprechende Punkte mit dem Aehnlichkeitspunkte 
in gerader Linie liegen, je zwei entsprechende Linien aber parallel 
sind. .Hiermit sind dann die Satze fiir die Aehnlichkeit, so weit 
man sie auf dieser Stufe (ohne den Begriff der Linge aufzunehmen) 
ableiten kann, entwickelt, und iiberall auf dem Begriff des Aehnlich- 
keitspunktes basirt. Es ist aber auch leicht abzusehen, wie dem 
ganz entsprechend, wenn man noch den Begriff der Liinge, wie es 
in der Geometrie gewéhnlich geschieht, sogleich mit aufnimmt, alle 
Satze der Aehnlichkeit selbst genau in der Form, in-welcher man 
sie gewohnlich aufstellt, dargestellt werden kénnen, ohne dass man 
irgend den Begriff der Zahl aufzunehmen Ursache hiitte. Auf die 


weitere Darlegung dieses Gegenstandes kann ich mich um so 
8 
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weniger einlassen, da die Entwickelung dem zweiten Theile dieses 
Werkes parallel gehen wiirde. 

§ 79. Nachdem wir so das Princip der Entwickelung fiir die 
Geometrie dargelegt haben, kénnen wir uns wohl der Miihe tiber- 
heben, die Entwickelung noch auf die Proportionalitét der Flachen- 
rdume auszudehnen. Auch erscheint es iiberfliissig, fiir die 
Verkniipfungen der Zahlengréssen, wie wir sie in der abstrakten 
Wissenschaft formell bestimmt haben, noch die entsprechenden Sitze 
der Geometrie aufzustellen, da dieselben ihres Formalismus wegen 
nur fiir die Analyse eine Bedeutung haben, und mehr als blosse analy- 
tische Abkiirzungen erscheinen, als dass sie eigenthtimliche raum- 
liche Verhiltnisse darlegten. Interessant ist es noch zu bemerken, 
wie bei der rein geometrischen Darstellung wie auch in der ab- 
strakten Wissenschaft die Betrachtung vom Raume aus zur Ebene, 
und dann erst von dieser zur geraden Linie fiihrt, und dass somit 
diejenige Betrachtung, in welcher alles riiumlich aus einander tritt, 
sich réumlich entfaltet, auch als die der Raumlehre eigenthiimliche 
und fiir sie als die einfachste erscheint, wihrend, wenn die Gebilde 
in einander liegen, dann auch alles noch verhiillt erscheint, wie der 
Keim in der Knospe, und erst seine raéumliche Bedeutung gewinnt, 
wenn man das Ineinanderliegende in Beziehung setzt zu dem riium- 
lich Entfalteten. 


Fiimftes Kapitel. 
Gleichungen, Projektionen. 


§ 80. Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die Ver- 
kniipfungsgesetze kennen gelernt haben, welchen die Ausdehnungs- 
gréssen unterliegen, so bleibt uns nun tibrig, diese Gesetze auf 
die Auflésung und Umgestaltung der Gleichungen, welche zwischen 
solchen Gréssen stattfinden kénnen, anzuwenden. Da die Glieder 
auf beiden Seiten einer Gleichung als zu addirende oder zu sub- 
trahirende alle von gleicher Stufe sein miissen, so kénnen wir der 
Gleichung selbst diese Stufenzahl beilegen, und also unter einer 
Gleichung n-ter Stufe eine solche verstehen, deren Glieder von 
n-ter Stufe sind. Zunichst haben wir uns nun die Frage zu stellen, 
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was fiir Umgestaltungen wir mit solchen Gleichungen vornehmen 
diirfen, oder wie wir andere Gleichungen daraus ableiten kénnen. 
Dass man die Glieder derselben mit Aenderung der Vorzeichen 
von einer Seite auf die andere bringen kann, ist klar, und es fragt 
sich also nur noch nach den Umgestaltungen, welche eine Gleichung 
durch Multiplikation und Division erleiden kann. Dabei wollen 
wir annehmen, dass alle Glieder auf dieselbe (linke) Seite gebracht 
seien, und also die andere (rechte) Seite gleich Null ist. Nun ist 
klar, dass, wenn man beide Seiten der Gleichung mit einer und 
derselben Ausdehnungsgriésse multiplicirt, dann die rechte Seite 
null bleibt, auf der linken aber statt der ganzen Summe die einzelnen 
Glieder multiplicirt werden kénnen. Man kann also, indem man 
alle Glieder einer Gleichung jedesmal mit derselben Ausdehnungs- 
grésse multiplicirt, eine Reihe neuer Gleichungen aus derselben 
ableiten, welche im Allgemeinen (wenn der hinzutretende Faktor 
nicht etwa von nullter Stufe ist) von héherer Stufe sind als die 
gegebene. Ist die gegebene Gleichung von m-ter Stufe, und ist das 
System, welchem alle Glieder angehéren, und welches wir das 
Hauptsystem der Gleichung nennen, von n-ter Stufe, so kann 
man insbesondere jene Gleichung mit einer Ausdehnung von er- 
ginzender d. h. von (n-m)ter Stufe, welche gleichfalls dem 
Hauptsysteme angehért, multipliciren, und erhilt dadurch eine 
Gleichung von n-ter Stufe, deren Glieder alle einander gleichartig 
sind. Hiernach kann man also aus jeder Gleichung, deren Glieder 
ungleichartig sind, insbesondere eine Reihe von Gleichungen ableiten, . 
deren jede lauter gleichartige Glieder enthiilt. 

§ 81. Obgleich man nun aus einer Gleichung beliebig viele 
Gleichungen héherer Stufen ableiten kann, so kann man doch nicht 
umgekehrt aus einer der letzteren die urspriingliche Gleichung 
herstellen. In der That, wenn man aus der urspriinglichen 
Gleichung 

A=0, 
in welcher A ein Aggregat von beliebig vielen Gliedern bedeutet, 
durch Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue 
Gleichung 
A.L=0 
abgeleitet hat; so folgt nun, wenn nur die Richtigkeit der letzten 
gt 
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Gleichung gegeben ist, keinesweges daraus die Richtigkeit der 
ersteren ; vielmehr folgt aus jener letzten nur 


0 
A sci 


0 , 
in welcher nach dem vorigen Kapitel i jede von L abhangige 


Grosse, die Null mit eingeschlossen, darstellt. Die Gleichung A= 0 
wird sich daher nur dann ergeben, wenn vorausgesetzt ist, dass A 
keinen von L abhingigen geltenden Werth habe, oder mit andern 
Worten, wenn die Glieder, als deren Summe A gedacht ist, einem 
von L unabhingigen Systeme angehéren; d. h. ,wenn die Glieder 
einer Gleichung alle einen gemeinschaftlichen Faktor L auf 
derselben Stelle haben, und die simmtlichen iibrigen Faktoren aller 
Glieder einem von diesem gemeinschaftlichen Faktor unabhingigen 
Systeme angehéren, so kann man den Foktor L in allen Gliedern 
weglassen.“ 

§ 82. Durch Verkniipfung der Verfahrungsarten der beiden 
vorigen Paragraphen gelangen wir nun zu einem Verfahren, um aus 
einer Gleichung andere Gleichungen derselben Stufe abzuleiten. 
In der That ist 

A+B+....=0 
die urspriingliche Gleichung, so erhalten wir durch Multiplikation 
mit L (nach § 80) die Gleichung 
A.L-+B.L+...=0. 

Wollen wir nun hierauf das Verfahren von § 81 anwenden, 
um den Faktor L wegzuschaffen, so mtissen wir die Glieder dieser 
Gleichung in solcher Form darstellen, dass die Faktoren, mit 
welchen L multiplicirt ist, insgesammt einem von L unabhingigen 
Systeme angehéren. Hs sei G ein solches System und A’, B’.... 
seien Ausdehnungen, welche diesem System angehéren, und die 
Beschaffenheit haben, dass j 

A sL =A. LA Bee = Bac... 
sei, so hat man die Gleichung 
A’.L+B.L+....=0, 
und daraus nach dem vorigen § 
A’ +B +L....=0, 


eine Gleichung, welche von derselben Stufe ist, wie die urspriing- 
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liche. Ein jedes Glied der letzten Gleichung ist aus dem ent- 
sprechenden der ersten dadurch hervorgegangen, dass man in dem 
Systeme G eine Grosse gesucht hat, welche mit einer von G unab- 
hadngigen Grésse L multiplicirt dasselbe giebt, wie das entsprechende 
Glied der urspriinglichen Gleichung, und es zeigt sich sogleich, 
dass, wenn eine solche Grésse méglich ist, auch immer nur Kine 
mdglich sei. Nimmt man nimlich zwei solche an, etwa A’ und A”, 
welche aus A auf die angegebene Weise entstanden sein sollen, so 
miissen sie nach der Voraussetzung mit L multiplicirt gleiches 
Resultat geben (némlich AL); wir erhalten also die Gleichung 


ATLA" .L 
und da das System G, welchem A’ und A” angehéren, von L 


unabhangig sein soll, so kann man nach § 81 hier L weglassen und 
fare 
A= AL, 

d. h. beide Werthe fallen in Einen zusammen; es ist also in der 
That nur Eine soleche Grésse méglich. Wir nennen hier A’ die 
Projektion oder Abschattung*), A die projicirte oder abgeschattete 
Grisse, G das Grundsystem, das System L das Leitsystem, und 
sagen, dass A’ die Projektion oder Abschattung von A auf G nach 
(gemass) dem Leitsystem L sei. Also ,unter der Projektion oder 
Abschattung einer Grésse (A) auf ein Grundsystem (G) nach einem 
Leitsysteme (L), verstehen wir diejenige Grésse, welche dem Grund- 
systeme angehérend, mit einem Theil des Leitsystems gleiches 
Produkt liefert, wie die projicirte oder abgeschattete Grisse (A).“ 
Wir kénnen somit den im Anfange dieses § entwickelten Satz in der 
Form aussprechen : 


»Hine Gleichung bleibt als soleche bestehen, wenn man alle 
ihre Glieder in demselben Sinne abschattet (projicirt) ;“ 
oder auch, wenn man Ein Glied auf die eine Seite allein geschafft 
denkt, 


*) Die Namen Projektion und Abschattung sollen nicht tberall 
dasselbe bedeuten, ihr Unterschied wird abér erst im zweiten Abschnitte 
dieses Theiles heraustreten; auf die hier betrachteten Gréssen angewandt, 
fallen beide Begriffe zusammen. 
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,die Abschattung (Projektion) einer Summe ist gleich der 

Summe aus den Abschattungen der Stiicke. “ *) 

§ 83. .Um der Betrachtungsweise eine griéssere Anschaulich- 
keit zu geben, haben wir zu untersuchen, wann die Abschattung 
null, und wann sie unmiglich wird. Soll die Abschattung A’ null 
werden, so muss auch, da 

Aly = A 
ist, das Produkt A.L null, d. h. A von L abhingig sein; aber auch 
umgekehrt, herrscht diese Abhingigkeit, so muss, weil das System, 
dem jeder geltende Werth von A’ angehéren soll, von L unabhingig 
ist, also das Produkt A’.L nicht gleich null machen kann, A’ selbst 
null sein. Also ist die Abschattung dann, aber auch nur dann null, 
wenn die abgeschattete Grésse vom Leitsystem abhingig ist. Da 
endlich jede dem Systeme G angehirige Grésse, mit L multiplicirt, 
dem Systeme G.L angehiéren muss, so wird A’.L, also auch das 
ihm Gleiche A.L, nothwendig dem Systeme G.L angehéren, wenn 
die Abschattung méglich sein soll; wobei der Nullwerth, wie immer, 
als jedem beliebigen Systeme angehérig und von ihm abhingig be- 
trachtet wird. Aber auch umgekehrt, wenn A.L dem Systeme 
G.L angehért, so ist die Abschattung allemal méglich; denn wenn 
A.L nicht null ist, und es dem Systeme G.L angehért, so miissen 
die einfachen Faktoren von A. sich als Summen von Stiicken dar- 
stellen lassen, welche denen von G.L gleichartig sind; also muss 
dann namentlich A sich auf diese Weise darstellen lassen; aber 
diejenigen Stiicke, welche mit den Faktoren von L gleichartig sind, 
kann man, ohne den Werth des Produktes A.L zu andern, weg- 
lassen; thut man dies, und nennt die so gewonnene Grosse, welche 
nun statt A eintritt, A’, so sind die Faktoren von A’ nur von G ab- 
hingig, A’ gehért also zugleich dem Systeme G an, ist also die Ab- 
schattung von A; ist aber A.L gleich null, so haben wir schon 
nachgewiesen, dass die Abschattung auch null, also méglich ist. 
Somit hat sich ergeben, dass die Abschattung allemal dann, aber 
auch nur dann, mdglich ist, wenn das Produkt der abgeschatteten 


*) Ich ziehe in dem Ausdruck der Sitze den Namen Abschattung vor, 
weil in dieser Form die Satze allgemein sind, und auch fiir die spiter zu 
entwickelnden Gréssen bestehen bleiben. 
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Grésse in das Leitsystem dem Produkte des Grundsystems in das 
Leitsystem angehért. — Da, wenn A.L nicht null ist, die ange- 
fiihrte Bedingung mit der Bedingung identisch ist, dass A dem 
Systeme G.L angehére, so kénnen wir die Resultate dieses § auch 
in folgendem Satze zusammenfassen : 

»ist die abzuschattende Grésse von dem Leitsysteme abhingig, 

so ist die Abschattung 0; ist sie davon unabhingig, so hat die 

Abschattung allemal dann einen geltenden Werth, wenn die 

abzuschattende Grésse dem aus dem Grund- und Leitsysteme 

zusammengesetzten Systeme angehért; in jedem andern Falle 
ist sie unméglich.“ 

Wenden wir den Begriff der Abschattung auch auf die Gréssen 
null-ter Stufe d. h. auf die Zahlengréssen an, so haben wir nur zu 
beachten, dass die Allgemeinheit der Gesetze es erfordert, dieselben 
als jedem beliebigen Systeme angehérig, aber, wenn sie nicht null 
sind, als von ihnen unabhingig zu betrachten (s. Kap. 4). Daraus 
geht dann hervor, dass die Zahlengrissen bei der Abschattung sich 
nicht andern. 

§ 84. Wir gehen nun zur Abschattung eines Produktes tiber, 
um dieselbe mit den Abschattungen seiner Faktoren zu vergleichen. 
Es sei A.B das Produkt, A’ und B die Abschattungen von A und 
B auf das Grundsystem G nach dem Leitsystem L, so hat man die 
Gleichungen 

A’.L=A.L und B.L=B.L, 


Die Abschattung des Produktes A.B wird nun diejenige 
Grisse sein, welche, dem Systeme G angehirend, mit L multiplicirt 
ein Produkt giebt, welches gleich A.B.L ist. Da nun A.L gleich 
ist A’.L, so kann ich in dem Produkte A.B.L statt A den Werth 
A’ setzen, wie sich sogleich durch zweimalige Vertauschung und 
Zusammenfassung ergiebt.*) Somit erhalte ich 


*) In der That kann ich A.B.L entweder gleich A.L.B oder gleich 
— A.L.B setzen, dann die Faktoren A.L zu einem Produkt zusammen 
fassen, statt dieses Produktes das ihm gleiche A’.L setzen, und dann die 
vorige Ordnung wiederherstellen, wobei, wenn das minus-Zeichen ein- 
getreten war, sich nothwendig das urspriingliche Zeichen wiederherstellt. 
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A.B.L=A.B.L=A’.B’.L, 
letzteres, weil B.L gleich ist B’.L. Da nun A’ und B’ beide dem 
Systeme G angehéren, so gehdrt auch A’.B’ ihm an, und da zu- 
gleich, wie wir eben zeigten, 
A.B. La BOG 

ist, so ist in der That A’.B’ die Abschattung von A.B; also hat 
man den Satz: 

»Die Abschattung eines Produktes ist das Produkt aus den 

Abschattungen seiner Faktoren, wenn alle Abschattungen in 

demselben Sinne genommen (d. h. Grundsystem und Leitsystem 

dieselben) sind ;“ 
oder mit dem friiheren Resultate zusammengefasst : 

»Hine richtige Gleichung bleibt richtig, wenn man _ ihre 

Glieder, oder die Faktoren ihrer Glieder, alle in demselben 

Sinne abschattet. “ 

Hat man ins Besondere die Gleichung 

A, =aA, oder =! ==, 
wo @ eine Zahlengrésse bezeichnen soll, so folgt daraus, wenn A’, 
und A’ die Abschattungen von A, und A sind, die Gleichung 
A’, = aA’ oder = == tt; 

d. h. der Werth eines Quotienten zweier gleichartiger Gréssen 
andert sich nicht, wenn man statt derselben die in gleichem Sinne 
genommenen Abschattungen setzt. Oder allgemeiner sucht man 


. ; P A 
die Abschattung eines Quotienten p®° hat man, da dieser Quotient 


jede Grosse C bezeichnet, welche der Gleichung 

C.B=A 
geniigt, durch Abschattung der einzelnen Faktoren in gleichem Sinne 
die neue Gleichung 


/ , , / A’ 
C.B=A oder C —=—) 
.B 
d. h. statt einen Quotienten abzuschatten, kann man Zahler und 


Nenner in demselben Sinne abschatten. Fassen wir daher Addition, 
Subtraktion, &ussere Multiplikation und Division unter dem 
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allgemeinen Begriffe der Grundverkniipfungen zusammen, so kénnen 
wir den allgemeinen Satz aufstellen, welcher die friiheren in sich 
schliesst : 


»Statt das Ergebniss einer Grundverkniipfung abzuschatten, 

kann man deren Glieder in demselben Sinne abschatten. “ 

§ 85. Es bietet sich uns hier die Aufgabe dar, die Ab- 
schattung analytisch auszudriicken, wenn die Grisse, welche abge- 
schattet werden soll, und der Sinn der Abschattung, d. h. Grund- 
system und Leitsystem gegeben sind. Doch beschrinken wir uns 
hier nur auf den Fall, dass die abzuschattende Grisse mit dem 
Grundsysteme von gleicher Stufe ist, indem die Lisung im allge- 
meineren Falle zwar auch schon hier leicht zu bewerkstelligen ist, 
jedoch zu einem Ausdrucke fiihren wiirde, der an Einfachheit dem 
spater zu entwickelnden Ausdrucke (s. Abschn. II Kap. 4) sehr 
nachstehen wiirde. Es sei A die abzuschattende Griésse, L ein 
Theil des Leitsystems, G des Grundsystems, und A und G seien 
von gleicher Stufe, so wird die Abschattung A’ mit G gleichartig 
sein miissen, also 


A’=xG 
gesetzt werden kénnen, wo x eine Zahlengrisse ist. Maultiplicirt 
man diese Gleichung mit L, so hat man 
A’.L=xG.L 
oder da A’.L nach dem Begriff der Abschattung gleich A. L ist, so 


hat man 


A. L==xG 'L; also xe 
und daraus 
Mint Acols 
ae Tae 


was der gesuchte analytische Ausdruck ist. Den Wortausdruck 
dieses Resultats versparen wir uns bis zur Behandlung des allge- 
meinen Falles. 

§ 86. Dagegen miissen wir den Faden wieder ankniipfen, den 
wir oben (81) fallen liessen. Wir hatten nimlich dort gezeigt, wie 
man zwar aus einer Gleichung 


A+B+...=0 
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durch Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue 
Gleichung 
A.L+B.L-+...=0 
ableiten, aber aus dieser im Allgemeinen nicht wieder die urspriing- 
liche herleiten kénne; es kommt also jetzt darauf an, aus jener 
Gleichung einen Verein von Gleichungen dieser Art abzuleiten, 
welcher jene eine ersetze, d. h. aus welchem sich jene erste wieder- 
um ableiten lasst. Ins Besondere liess sich der Faktor L so aus- 
wihlen, dass nach der Multiplikation der einzelnen Glieder mit 
diesem Faktor eine Gleichung aus lauter gleichartigen Gliedern 
hervorging, und da soleche Gleichungen als die einfachsten er- 
scheinen, so wird es besonders darauf ankommen, jene erste 
Gleichung durch Gleichungen dieser Art zu ersetzen.*) Die Ent- 
wickelung der folgenden Paragraphen zeigte, wie die Gleichung 
A.L+B.L-+..... =0 
_ersetzt werden konnte durch eine Gleichung zwischen den Ab- 
schattungen auf ein und dasselbe Grundsystem nach dem Leitsystem 
L, also, wenn A’, B’...solche Abschattungen von A, B... darstellen, 
durch die Gleichung 
A’+ B+...=0; 

und die Aufgabe, die wir uns stellten, ist also identisch mit der, 
eine Gleichung zu ersetzen durch einen Verein von Gleichungen, 
welche durch Abschattungen der ersteren hervorgehen, und nament- 
lich eine Gleichung zwischen ungleichartigen Gliedern durch solche 
Abschattungsgleichungen, deren Glieder alle gleichartig sind. Es 
sei die urspriingliche Gleichung von m-ter Stufe, und ihr Haupt- 
system d. h. das System, welchem alle ihre Glieder insgesammt 
angehéren, von n-ter Stufe, und zwar sei dies letztere dargestellt 
als Produkt von n unabhingigen einfachen Faktoren a.b..... Als- 
dann wird nach dem Begriffe des Systems n-ter Stufe sich jeder 
einfache Faktor eines jeden Gliedes der gegebenen Gleichung 
als Summe darstellen lassen, deren Stiicke jenen Faktoren a, b,... 
gleichartig sind, also in der Form a, + b; +..... Denkt man sich 


*) Wir sagen tiberhaupt, dass sich zwei Vereine von Gleichungen 


gegenseitig ersetzen, wenn man aus jedem der beiden Vereine den andern 
ableiten kann. 
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jeden einfachen Faktor jedes Gliedes der gegebenen Gleichung auf 
diese Weise dargestellt, und fiihrt die Multiplikation aus, so dass 
die Klammern verschwinden, so erhailt man eine Summe von 
Gliedern, deren jedes mit einem der Produkte zu m Faktoren aus 
a,b,... gleichartig ist. Multiplicirt man nun die Gleichung mit 
(n-m) von den Faktoren a, b...., so bleiben nur diejenigen Glieder 
von geltendem Werthe, welche mit dem Produkte der m tibrigen 
Faktoren jener Reihe a, b,...gleichartig sind, indem alle andern 
wenigstens Einen ‘einfachen Faktor enthalten, der mit den neu 
hinzutretenden Faktoren gleichartig ist, also bei dieser Multiplika- 
tion verschwinden. Nun kann man aber wiederum nach § 81 die 
hinzugetretenen Faktoren hinweglassen, indem das System, dem die 
tibrigen angehoren, von dem System der hinzutretenden unabhingig 
ist. Man erhilt auf diese Weise einen Verein richtiger Gleichungen, 
wenn man, nachdem die urspriingliche Gleichung auf die angegebene 
Weise umgestaltet ist, jedesmal die gleichartigen Glieder zu 
einer Gleichung vereinigt. _ Und da die simmtlichen so gewonnenen 
Gleichungen bei ihrer Addition die urspriingliche wiedergeben, 
so haben wir einen Verein von Gleichungen gewonnen, welcher die 
urspriingliche genau ersetat, und die Aufgabe ist gelést. Somit 
haben wir den Satz: 


» Wenn man in einer Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder 
einem Systeme n-ter Stufe angehéren, jeden einfachen Faktor 
eines jeden Gliedes als Summe darstellt, deren Stiicke n von 
einander unabhingigen Strecken gleichartig sind, und durch- 
multiplicirt, so kann man jede Reihe von gleichartigen Gliedern, 
welche daraus hervorgehen, zu Einer Gleichung zusammen- 
fassen und erhilt dadurch einen Verein von Gleichungen, 
welcher die urspriingliche ersetzt.“ 


Oder, da jede dieser Gleichungen ersetzt wird durch eine Gleichung, 
welche aus der urspriinglichen durch Multiplikation mit (n-m) von 
den Faktoren a, b.... hervorgeht, 


,wenn man eine Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder einem 
Systeme n-ter Stufe angehéren, nach und nach mit jedem Produkt 
zu (n-m) Faktoren, welches sich aus n von einander unab- 
hingigen Strecken jenes Systems bilden lasst, multiplicirt, so 
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erhilt man einen Verein von Gleichungen, welcher die urspriing- 

liche ersetzt. “ 

Da die Glieder, welche bei dem vorhergehenden Satze in jeder 
abgeleiteten Gleichung erschienen, sich unmittelbar als Abschattungen 
der Glieder, welche in der urspriinglichen Gleichung vorkamen, zu 
erkennen geben, so kénnen wir den gewonnenen Satz auch vermittelst 
des Begriffs der Abschattungen aussprechen, haben jedoch fiir den 
bequemeren Ausdruck noch eine Reihe neuer Begriffe aufzustellen. 

§ 87. N&mlich die Betrachtungsweise des vorigen § fiihrt uns 
zu dem Begriffe der Koordinatensysteme oder Richtsysteme, welche 
wir jedoch in einem viel ausgedehnteren Sinne auffassen, als dies 
gewohnlich geschieht. Auch erlaube ich mir, die sonst iiblichen 
Benennungen, welche namentlich, wenn sie der durch die Wissen- 
schaft geforderten Erweiterung unterworfen werden sollen, als sehr 
schleppend erscheinen, und tiberdies fremden Sprachen entlehnt sind, 
durch einfachere zu ersetzen. Ich nenne die n Strecken a, b,...., 
welche ein System n-ter Stufe bestimmen, (also alle von einander 
unabhingig sind,) sofern jede Strecke des Systems durch sie aus- 
gedriickt werden soll, die Richt masse erster Stufe oder dieG rund - 
masse dieses Systems, ihren Verein ein Richtsystem, die Pro- 
dukte von m Grundmassen (mit Festhalten der urspriinglichen Ord- 
nung derselben) Richtmasse m-ter Stufe, das Richtmass n-ter 
Stufe das Hauptmass, die Systeme der Richtmasse m-ter Stufe 
endlich nennen wir Richtgebiete m-ter Stufe, die Systeme 
der Grundmasse ins Besondere Richtaxen (Koordinatenaxen). 
Erganzende Richtmasse nennen wir solche, die mit einander 
multiplicirt das Hauptmass geben, und die ihnen zugehérigen Richt- 
gebiete nennen wir gleichfalls ergiinzende. 

§ 88. Durch die in § 86 gefiihrte Entwickelung ist klar, wie 
jede Ausdehnung m-ter Stufe, welche einem Systeme n-ter Stufe 
angehért, sich als Summe darstellen lasst von Stiicken, welche den 
Richtmassen m-ter Stufe, die zu jenem Systeme gehéren, gleichartig 
sind. Diese Stiicke nun nennen wir Richtstiicke jener Grosse, so 
dass also jede Grisse als Summe ihrer Richtstiicke erscheint, die 
Zahlengrissen, welche hervorgehen, wenn die Richtstiicke einer 
Grosse durch die entsprechenden (gleichartigen) Richtmasse dividirt 
werden, die Zeiger der Grésse, so dass also jede Grosse als Viel- 
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fachen-Summe*) der Richtmasse gleicher Stufe erscheint. Die Richt- 
stiicke einer Grésse erster Stufe sind es, welche sonst auch Koor- 
dinaten genannt werden. Eine Grésse im Sinne des Richtsystems 
abschatten (projiciren), heisst sie auf eins der Richtgebiete gemiiss 
dem ergiinzenden Richtgebiete abschatten. 


§ 89. Wenden wir diese Begriffe auf die in § 86 aufgestellten 
Sitze an, so gehen dieselben in folgende tiber: 

»in einer Gleichung kann man statt aller Glieder die Richt- 
stiicke oder Zeiger derselben setzen, welche einem beliebigen, 
aber alle demselben Richtmasse zugehéren, und fiihrt man dies 
in Bezug auf alle Richtmasse derselben Stufe aus, so erhilt 
man einen Verein von Gleichungen, welcher die gegebene 
ersetzt.“ 

Die in § 86 abgeleiteten Gleichungen sind niamlich eben diese 
Gasewahe en zwischen den Richtstiicken, und aus ihnen erhilt man 
die Zeigergleichungen durch Division mit dem jedesmal zugehdrigen 
Richtmasse. **) Ferner: 


»Aus einer Gleichung kann man einen sie ersetzenden Verein 
von Gleichungen ableiten, indem man jene Gleichung nach und 
nach mit den simmtlichen Richtmassen, deren Stufenzahl die 
der Gleichung zu der des Hauptsystems ergiinzt, multiplicirt.“ 


§ 90. Wenn wir eine als Summe ihrer Richtstiicke dargestellte 
Grosse m-ter Stufe mit einem Richtmasse von ergiinzender d. h. 
(n—m)ter Stufe multipliciren, so fallen alle Richtstiicke bis auf 
eins weg, und dies eine erscheint daher als Abschattung jener Grésse 
auf das Richtgebiet m-ter Stufe gemiiss dem erginzenden Richt- 
gebiete, und alle Richtstiicke jener Grésse erscheinen also als im 
Sinne des Richtsystems erfolgte Abschattungen auf die ver- 
schiedenen Richtgebiete gleicher Stufe. Wir kénnen daher sagen, 

,eine Gleichung m-ter Stufe werde ersetzt durch einen Verein 

von Gleichungen, welche durch Abschattung auf die ver- 


*) Jedes Produkt einer Grésse in eine Zahlengrésse nennen wir ném- 
lich ein Vielfaches der ersteren, und unterscheiden davon das Mehrfache, 
bei welchem jene Zahlengrésse eine ganze Zahl sein muss. 

**) Diese Zeigergleichungen, als Gleichungen zwischen blossen Zahlen- 
gréssen, vermitteln am vollstindigsten den Uebergang zur Arithmetik. 
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schiedenen Richtgebiete m-ter Stufe im Sinne des Richtsystems 

hervorgehen. “ *) 

Zugleich ergiebt sich hieraus ein einfacher analytischer Aus- 
druck fiir die Richtstiicke oder Zeiger einer Grisse. Es werde 
nimlich das einem Richtmasse A zugehérige Richtstiick P’ einer 
Grésse P gesucht, B sei das zu A gehirige erginzende Richtmass, 
so hat man, da P’ die Abschattung von P auf A nach B ist (s. § 85), 


also ist der zugehiérige Zeiger gleich 
PB 
ABs 
d. h. 
,der einem Richtmass A zugehirige Zeiger einer Grosse ist 
gleich einem Bruche, dessen Zihler das Produkt der Grosse in 
das ergiinzende Richtmass und dessen Nenner das Produkt 
jenes ersten Richtmasses in das ergiinzende ist. “ 


§ 91. Wenden wir die in diesem Kapitel entwickelten Begriffe 
auf die Geometrie an, so ergiebt sich zunichst fiir die Ebene nur 
Eine Art der Projektion (Abschattung) ,**) indem eine Strecke auf 
eine gegebene gerade Linie nach einer gegebenen Richtung projicirt 
werden kann. Das Richtsystem fiir die Ebene bietet nur zwei 
Grundmasse und zwei ihnen zugehérige Richtaxen dar. Als Haupt- 
mass erscheint der Flachenraum des von den beiden Grundmassen 
gebildeten Spathecks (Parallelogramms). Im Raume treten drei 
Arten der Projektion hervor, nimlich es werden entweder Strecken 
oder Flaichenraume auf eine gegebene Ebene nach einer gegebenen 
Richtung projicirt, oder es werden Strecken auf eine gegebene 
gerade Linie parallel einer gegebenen Ebene projicirt. Das Richt- 
system fiir den Raum bietet drei Grundmasse und drei ihnen zuge- 
horige Richtaxen dar, ferner 3 Richtebenen als Richtgebiete zweiter 


*) Dass eine Gleichung m-ter Stufe in einem System n-ter Stufe durch 

so viel einfache Gleichungen ersetzt werde, als es Kombinationen aus n 
Elementen zur m-ten Klasse gebe, bedarf wohl kaum einer Erwihnung. 

**) Wir ziehen bei dieser Anwendung wieder den Namen der Pro- 
ektion vor, aus Griinden, die spiterhin von selbst einleuchten werden. 
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Stufe, und 3 ihnen zugehirige Richtmasse zweiter Stufe, welche die 
Flachenraéume der aus je zwei Grundmassen beschriebenen Spathecke mit 
Festhaltung der Richtungen ihrer Ebenen darstellen. Als Hauptmass 
erscheint das von den 3 Grundmassen beschriebene Spath (Parallele- 
pipedum). Interessant erscheint hier besonders die Darstellung eines 
Flachenraums von bestimmter Richtung als Summe seiner Richtstiicke, 
namlich als Summe dreier Flichenriiume, welche den drei Richtebenen 
angehéren. Da die Sitze, welche sich tiber Projektionen und Richt- 
systeme in der Geometrie aufstellen lassen, in unserer Wissenschaft 
schon ganz in der Form aufgestellt sind, in welcher sie fiir die Geo- 
metrie auszusprechen waren, so kénnen wir uns der Wiederholung 
derselben hier tiberheben. 


§ 92. Dagegen wollen wir das Problem der Koordinaten- 
verwandlung zunichst fiir die Geometrie und demnichst auch all- 
gemein fiir unsre Wissenschaft lésen. Es seien a, b, c, drei Grund- 
masse und @; , @g, e3, dreineue von einander unabhingige Grundmasse, 
welche als Vielfachensummen jener urspriinglichen Grundmasse gegeben 
sind, so ist nun die Aufgabe: eine Grésse p, einestheils wenn sie als 
Vielfachensumme der urspriinglichen Grundmasse gegeben ist, als 
Vielfachensumme der neuen Grundmasse darzustellen, und umgekehrt, 
wenn sie in der letzteren Form gegeben ist, sie in der ersteren dar- 
zustellen, in beiden Fallen sind die Zeiger zusuchen. Diese Aufgaben 
sind nun in der That durch den Satz in § 90, welcher die Zeiger 
finden lehrt, gelést. Danach ist in Bezug auf die erste Aufgabe 
der zu e, gehirige Zeiger von p gleich 


Pp - €g -e3 
€4 . Cg. 3 
und in Bezug auf die zweite der zu a gehirige Zeiger von p gleich 


p.b.e 


a.b.c 


und durch diese so hichst einfachen Ausdriicke ist das Problem der 
Koordinatenverwandlung in seiner gréssten Allgemeinheit gelist. Die 
zweite Aufgabe ist besonders bei der Theorie der Kurven und Ober- 
fiichen von Wichtigkeit, indem dieselben dadurch bestimmt werden, 
dass zwischen den Zeigern einer Strecke, welche von einem als 
Anfangspunkt der Koordinaten angenommenen Punkte nach einem 
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Punkte der Kurve oder Oberfliiche gezogen ist, eine Gleichung auf- 
gestellt wird. Es sei p—=xa-yb-ze diese Strecke, und 
f (x, y, z) =0 

die Gleichung, welche eine Oberfliche bestimmt; sucht man nun die 
Gleichung derselben Oberfliiche zunichst fiir denselben Anfangspunkt 
der Koordinaten, aber in Bezug auf neue Richtaxen und auf die ihnen 
zugehérigen Richtmasse, €;, €), €3, so hat man, wenn p= we + 
Ugey + uges ist, die Gleichung 


Bb-6 a.p..6 EabaRd 
f ——— a) 
(arn Sees e 


eine Gleichung, welche, wenn man statt p seinen Werth substituirt, 
als Gleichung zwischen den neuen Variabeln u,, ug, U3, erscheint. 
Will man auch den Anfangspunkt der Koordinaten etwa um die 
Strecke e verlegen, so hat man nun, wenn q die Strecke ist, von dem 
neuen Anfangspunkt nach demselben Punkte der Oberfliche, nach 
welchem der entsprechende Werth von p gerichtet, und 
q = V4 > Vee + V363 

ist, nur in der obigen Gleichung statt p seinen Werth qe ein- 
zufiihren, um die verlangte Gleichung zu erhalten, oder ist e—= aa 
+ 6b+ye, so hat man wie sich sogleich ergiebt, 


gb .¢ a. Qee a.b.q - 
a( tie Se er ee 


ab.c Bh 


als die verlangte Gleichung zwischen den neuen Variabeln v,, vo, 
vg- Will man diese Gleichung als blosse Zahlengleichung darstellen, 
so hat man nur die neuen Grundmasse auf bestimmte Weise als Viel- 
fachensummen der urspriinglichen darzustellen und in die Gleichung 
einzufiihren. Es sei 


e = aya + fib + 14¢ 
Cp = tga + Bob + 7oe 
es = a@3a + fsb +- 730, 
so zeigt sich unmittelbar, wie sich die verlangte Gleichung darstellt 
in der Form 
f (@ + eyvy 4 V2 + O3vg, 2 4 Biv, +Peve +835; 
¥ + 11¥1 + Yave + Y¥3V3) = 0, 


eine Gleichung, welche an Einfachheit nichts zu wiinschen iibrig 
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lasst. Fiir den allgemeinsten Fall der abstrakten Wissenschaft 
ergiebt sich die Lésung unserer Aufgabe mit derselben Leichtigkeit. 
In der That ist eine Grisse P als Vielfachensumme gewisser Richt- 
masse. gegeben, und man will dieselbe als Vielfachensumme anderer 
Richtmasse ausdriicken, so hat man den zu einem derselben A 
gehorigen Zeiger, wenn B das zu A gehdorige erginzende Richtmass 
ist, nach § 90 gleich 


P.B 
A.B’ 

§ 93. Wasnun die Anwendung auf die Theorie der Gleichungen 
betrifft, so haben wir schon oben (§ 45) die Methode, Gleichungen des 
ersten Grades mit mehreren Unbekannten durch Hiilfe unserer Ana- 
lyse aufzulésen, vorweggenommen. Wir setzen diesen Gegenstand 
hier fort, indem wir die durch unsere Wissenschaft dargebotene 
Methode, aus Gleichungen héherer Grade mit mehreren Unbekannten 
die Unbekannten zu eliminiren, darlegen. Es seien zwei Gleichungen 
héherer Grade mit mehreren Unbekannten gegeben, es soll eine der- 
selben, etwa y, eliminirt, also eine Gleichung zwischen den iibrigen 
Unbekannten aufgestellt werden. Die gegebenen Gleichungen seien 
nach Potenzen von y geordnet: 


WO am ..-- a und by ....bo beliebige Funktionen der andern Un- 
bekannten sind, a, und by aber nicht gleich O sein sollen. Mutlti- 
plicirt man die erste Gleichung nach der Reihe mit y, y?.... y”, 
die letzte nach und nach mit y, y?....y™, so erhalt man m + n 
neue Gleichungen. Betrachtet man die Koefficienten einer jeden 
dieser m-+-n Gleichungen als unter sich gleichartig, hingegen die 
der verschiedenen Gleichungen als von einander unabhingig (auch 
wenn sie bis dahin mit demselben Buchstaben bezeichnet waren), so 
erhilt man, wenn man die so aufgefassten Gleichungen im Sinne 
unserer Wissenschaft addirt, eine Gleichung von der Form 


ue ee ey =0. 


Multipliciren wir diese Gleichung mit dem dusseren Produkt 


€y-€3.+++ mtn, So fallen alle Glieder bis auf das letzte nach den 
9 
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Gesetzen der dusseren Multiplikation weg, und wir erhalten die 
Gleichung ; 
€[ Og Og Soe as. em ny = 0, 
oder, day nicht null sein kann, weil dann in den gegebenen Gleichungen 
wider die Voraussetzung a, und by, gleich null sein wiirden, so 
hat man 

Cy Og Cg nesses Cnn = 0 
als die verlangte Eliminationsgleichung. 


Zweiter Abschnitt. 


Die Elementargrésse. 


Erstes Kapitel. 


Addition und Subtraktion der Elementargréssen 


erster Stufe. 


§ 94. Ich kniipfe den Begriff der Elementargréssen an die 
Lésung einer einfachen Aufgabe, durch die ich zuerst zu diesem 
Begriffe gelangte, und die mir tiberhaupt zu dessen genetischer 
Entwickelung am geeignetsten zu sein scheint. 

Aufgabe. Es seien drei Elemente @,, a, &, und ausser- 
dem ein Element @ gegeben; man soll das Element /, finden, 
welches der Gleichung [ge] +- [ee] = [e61] ++ [ea] 

gentigt. 

Auflésung. Schafft man die Glieder der linken Seite auf 
die rechte, so hat man, da — [ga]— [ag], und [ag] + [08] 
= [a] ist, die Gleichung 

[181] + [262] =o, 

durch welche das Element f, auf eine einfache Weise be- 

stimmt ist. 

Um dies Resultat der Anschauung naher zu bringen, wollen 
wir es auf die Geometrie anwenden, und also die Elemente als 
Punkte annehmen, so finden wir den Punkt #2, indem wir [@(4| 
entgegengesetzt gleich mit [@,@,] machen. — Das Interessante 


bei dieser Auflésung ist, dass das Element f, ganz unabhingig 
9* 
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von @ bestimmt ist, und da wir aus der letzten Gleichung, welche 
in der Auflésung vorkommt, durch das umgekehrte Verfahren wieder 
die erste in Bezug auf jedes beliebige @ ableiten kénnen, so haben 
wir zugleich den Satz, dass, wenn die Gleichung 
[ea] + [ees] = [es] + [efe] 
fiir irgend einen Punkt @ gilt, sie auch fiir jeden andern Punkt gilt, 
der statt @ eingeftihrt werden mag. Dieser Satz lasst sich direkt 
ableiten, doch wollen wir ihn vorher verallgemeinern; denn es ist 
klar, wie das angegebene Verfahren auch noch anwendbar bleibt, 
wenn man statt der zwei Elemente a, @ und (;, fg beliebig viele, 
nur auf beiden Seiten eine gleiche Anzahl, einfiihrt, ja, da unter 
den Elementen beliebig viele zusammen fallen kénnen, auch dann 
noch, wenn zu den Strecken auf beiden Seiten beliebige Koefficienten 
hinzutreten, sobald nur die Summe. dieser Koefficienten auf beiden 
Seiten dieselbe ist. In der That es sei 
1 ie in [Q@n] = ky [Q%,] +...-km [QP m]; 
wo die Gréssen i, .... und k, .... Zahlengréssen darstellen, und es 
sei zugleich 
iy f...-in = ky 4... km, 
so kénnen wir zeigen, dass die erste Gleichung auch fortbesteht fiir 
jeden Punkt o, der statt @ eingefiihrt wird. Denn es ist 
[e+] =[ee] + [oe] ,[e8] = [ee] + [8]. 
Fiihrt man diese Ausdriicke in Bezug auf die betreffenden Zeiger 
(1...n, 1...m) in die obige Gleichung ein, list die Klammern auf 
und fasst die Glieder, welche [go] enthalten auf jeder Seite zu- 
sammen, so erhilt man auf jeder Seite [e¢] multiplicirt mit der 
Summe der Koefficienten, und da diese auf beiden Seiten gleich ist, 
so hebt sich das so gewonnene Glied auf beiden Seiten auf, und 
man erhilt 
iy [om] +....in [Oo ,] =k, [0f,] +.... km [oP ml, 

d. h. die Gleichung besteht fort in Bezug auf jedes Element, was 
statt @ eingefiihrt werden mag. Also: 

» Wenn man von einem Elemente @ Strecken nach beliebig 

vielen festen Elementen zieht, und zwei beliebige Vielfachen- 

summen derselben, deren Koefficienten aber gleiche Summe 

haben, einander gleich sind, so besteht diese Gleichheit fort, 

wie sich auch das Element @ iindern mag.“ 
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Ist ins Besondere die Summe der Koefficienten in dem Aus- 
drucke i, [9@,] +-....in[ean] null, so ergiebt sich, indem man 
auf die oben angegebene Weise, namlich statt [ea] tiberall [eo] + 
[oe], substituirt, jener Ausdruck gleich 

i, [Ca,] +...in [oon], 
weil namlich das Glied (i, +-...in) [oo] wegen des ersten Faktors 
null wird. Also: 

, Wenn man von einem verinderlichen Elemente @ Strecken 

nach beliebig vielen festen Elementen zieht, so ist jede Viel- 

fachensumme dieser Strecken, deren Koefficientensumme null 
ist, eine konstante Grosse.“ 

Auch geht aus der Art, wie sich die Gleichungen dieses 
Paragraphen aus einander ableiten lassen, unmittelbar hervor, dass, 
wenn zwei beliebige Vielfachensummen jener Strecken in Bezug 
auf dieselben zwei Anfangselemente g und o einander gleich sind, 
auch ihre Koefficientensummen gleich sein, und daher ihre eigene 
Gleichung bei jeder Aenderung von @ fortbestehen mtisse, und 
ebenso dass, wenn eine solche Vielfachensumme in Bezug auf zwei 
Anfangs-Elemente @ und o gleichen Werth behilt, ihre Koefficien- 
tensumme null ist, und sie selbst daher bei jeder Aenderung von 
@ denselben Werth behalt. 

§ 95. Um die Resultate des vorigen § einfacher einkleiden 
zu kénnen, fiihren wir einige Benennungen ein, die wir auch fiir 
die Geometrie festhalten. Namlich wir verstehen unter der Ab- 
weichung eines Elementes @ von einem Elemente @ die Strecke [ea], 
unter der Gesammt-Abweichung einer Elementenreihe von einem 
Elemente @ die Summe aus den Abweichungen der einzelnen Ele- 
mente jener Reihe von dem Elemente g. Fallen unter jenen Ele- 
menten mehrere (m) in eins (@) zusammen, so wird auch die Ab- 
weichung dieses Elementes [ea], ebenso oft (m-mal) in jener Summe 
vorkommen. MHierdurch gelangen wir zu einer Erweiterung des 
Begriffs; nimlich nennen wir einen Verein von Elementen, deren 
jedes mit einer bestimmten Zahlengrésse behaftet ist, einen Elemen- 
tarverein, so werden wir unter der Gesammtabweichung eines Ele- 
mentarvereins von einem Elemente @ eine Vielfachensumme aus 
den Abweichungen der jenem Vereine angehérigen Elemente von 
dem Element @ verstehen miissen, deren Koefficienten die Zahlen- 
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gréssen sind, mit welchen die zugehérigen Elemente behaftet sind. 
Die Summe dieser Zahlengréssen nennen wir’ das Gewicht*) des 
Elementarvereins, so wie die Zahlengrossen, mit welchen die ein- 
zelnen Elemente behaftet sind, die ihnen zugehérigen Gewichte. 
Besteht also der Elementarverein aus den Elementen @, @,.... 
und den zugehérigen Gewichten a, b,...., so ist die Abweichung 
jenes Elementarvereins von einem Elemente @ gleich 
aloe] + ¥ [ep] Ee... 

Somit haben wir denn die Satze: 

»Wenn zwei Elementarvereine von demselben Elemente um 

Gleiches **) abweichen, und ihr Gewicht gleich ist, oder wenn 

sie von denselben zwei Elementen um Gleiches abweichen; so 

weichen sie auch von jedem andern Elemente um Gleiches 

ab, und im letztern Falle ist ihr Gewicht gleich“ 
und 

,Hin Elementarverein, dessen Gewicht null ist, weicht von je 

zwei Elementen um Gleiches ab, und ein Elementarverein, 

welcher von zwei Elementen um Gleiches abweicht, hat null 

zum Gewicht, und weicht von allen Elementen um Gleiches 

ab PERS 

§$ 96. Jedes Gebilde wird dadurch als Grosse fixirt, dass der 
Bereich seiner Gleichheit und Verschiedenheit bestimmt wird. Wir 
bezeichnen daher zwei Elementarvereine als gleiche Gréssen und 
zwar als gleiche Elementargréssen, wenn ihre Abweichungen von 
denselben Elementen jedesmal gleichen Werth haben. Ein Ele- 
mentarverein wird also zur Elementargrésse, wenn man von der 
besonderen Art seiner Zusammensetzung absieht, und nur die Ab- 
weichungswerthe festhalt, welche er mit anderen Elementen bildet, 
so dass also eine Elementargrésse auf verschiedene Weise als Hle- 


*) Der Name ,Gewicht“ ist auch sonst in der Mathematik (in der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung) im abstrakten Sinne gebriuchlich, und bedarf 
wohl hier keiner Rechtfertigung. 

**) D. h. die Abweichungen sollen gleich sein. 
***) Dabei versteht sich von selbst, dass auch jedes einzelne Element so- 
wohl fiir sich, als wenn es mit einer Zahlengriésse behaftetist, als Elementar- 


verein aufgefasst werden kann, indem die Gewichte der tibrigen Elemente null 
sind. 
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mentarverein da sein kann, und jeder Elementarverein als eine 
besondere Verkérperung einer Elementargrésse oder, wie wir es 
oben bezeichneten, als elementare oder konkrete Darstellung einer 
Elementargrésse aufzufassen ist. Hiernach versteht es sich nun 
schon von selbst, dass unter der Abweichung und dem Gewichte 
einer Elementargrésse dasselbe zu verstehen ist, was wir unter der 
Abweichung und dem Gewichte des Elementarvereins verstanden, 
welchem sie angehért, und dass zwei Elementargréssen nur dann 
gleich sein kénnen, wenn sie gleiches Gewicht und gleiche Ab- 
weichungswerthe darbieten, dass aber schon die Gleichheit der Ele- 
mentargrissen erfolgt, wenn auch nur irgend zwei solche Werthe 
als gleich dargethan sind. Unsere Aufgabe ist nun, die Art der Ver- 
kniipfung auszumitteln, in welche die verschiedenen Elemente und 
die zugehérigen Zahlengrissen eines Elementarvereins eingehen 
miissen, wenn als das Resultat der Verkniipfung die Elementargriésse 
erscheinen soll. Die Verkniipfungen sind von zwiefacher Art, eines- 
theils niimlich zwischen einem Element und der zugehérigen Zahlen- 
_grésse, dem Gewichte, andererseits zwischen den mit Gewichten 
behafteten Elementen und tiberhaupt zwischen den Elementarver- 
einen, sofern sie ihren Abweichungen nach betrachtet werden, d. h. 
gwischen den Elementargréssen unter sich. Betrachten wir zuerst 
diese letzte Verkniipfungsweise, so ist klar, dass die Gesammtab- 
weichung eines Elementarvereins dieselbe bleibt, in welcher Ordnung 
man die einzelnen Theile dieses Vereins nehmen, und wie man sie 
unter sich zu besonderen Vereinen zusammenfassen mag, und dass 
endlich, wenn man zu Elementarvereinen, welche verschiedene Ab- 
weichung darbieten, Elementarvereine, welche gleiche Abweichungen 
darbieten, hinzufiigt, die so erzeugten Gesammtvereine auch ver- 
schiedene Abweichung darbieten miissen; und zwar wird dies alles 
der Fall sein, weil es fiir die Addition der Strecken gilt. Diese 
Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Glieder, und auf der andern 
Seite das Gesetz, dass, wenn das eine Glied der Verkniipfung kon- 
stant bleibt, das Resultat nur dann konstant bleibe, wenn auch das 
andere Glied es bleibt, bestimmt jene Verkniipfung nach § 6 als 
eine additive, und die Gesetze der Addition und Subtraktion gelten 
allgemein fiir diese Verkniipfung. Was nun die Verkniipfung des 
Elementes mit dem zugehirigen Gewichte betrifft, so leuchtet ein, 
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dass, wenn in einem Elementarvereine dasselbe Element mehrmals 
und zwar mit verschiedenen Gewichten behaftet vorkommt, man statt 
dessen das Element einmal und zwar mit der Summe der Gewichte 
behaftet sétzen kann, ohne dass die Abweichung des Vereins 
geindert wird, wie dies aus den Gesetzen der Multiplikation von 
Zahlengréssen mit Strecken bekannt ist. Bezeichnet man daher vor- 
laufig diese zweite Verkniipfungsweise durch das Zeichen ~ , so hat 
man, wenn @ ein Element, m und n die Gewichte sind, 

m-@ + n-@=(m + n)-e, 
eine Gleichung, welche das multiplikative Grundgesetz in Bezug auf 
das erste Verkniipfungsglied darstellt, und da die Verkniipfung einer 
Zahlengrésse mit einem Verein aus mehreren Elementen noch 
nicht ihrem Begriffe nach gegeben ist, also auch die andere Seite 
jenes Grundgesetzes noch nicht hervortreten kann, so ist jene Ver- 
kniipfung, so weit sie iiberhaupt bestimmt ist, als eine multiplika- 
tive bestimmt. Fassen wir dies zusammen, so ist die Elementar- 
grésse eines Vereins von Elementen a, @,.... mit den zugehdérigen 
Gewichten a, b,.... gleich 

ae + bP +........ ' 

d. h. sie ist als Vielfachensumme der Elemente dargestellt , deren 
Koefficienten die den Elementen zugehérigen Gewichte sind, und 
zugleich ist dadurch die Addition der Elementargréssen unter sich 
bestimmt. 

§ 97. Um nun die multiplikative Verkniipfung allgemeiner 
darzustellen, haben wir die Multiplikation einer Zahlengrésse mit. 
einer Elementargrésse so zu definiren, dass auch die andere Seite 
des multiplikativen Grundgesetzes fortbesteht; dies geschieht, indem 
wir festsetzen, dass eine Vielfachensumme von Elementen mit einer 
Zahlengrésse multiplicirt werde, wenn man die Koefficienten 
derselben mit dieser Zahlengrésse multiplicirt. Namlich dann er- 
giebt sich sogleich, wenn a und b beliebige Elementargréssen, 
d. h. Vielfachensummen von Elementen darstellen, die Geltung der 
beiden multiplikativen Grundgesetze 


ma + na=(m + n)a 
ma +- mbm (a + b). 


Dass nun: auch das Resultat der Division mit einer Zahlengrisse, 


und 
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sobald diese nicht null ist, ein bestimmtes sei, ergiebt sich leicht, 
indem verschiedene Elementargréssen, d. h. solche, deren Ab- 
weichungen von denselben Elementen Verschiedenheiten darbieten, 
auch nachdem sie mit derselben Zahlengriésse, die nicht null ist, 
multiplicirt sind, verschiedene Abweichungen darbieten miissen, also 
verschieden bleiben. Und ebenso leicht ergiebt sich auch, dass, wenn 
wir gleichartige Elementargréssen solche nennen, welche aus derselben 
Elementargrésse durch Multiplikation mit Zahlengréssen hervor- 
gegangen sind, der Quotient zweier gleichartiger Elementargréssen, 
wenn nicht der Divisor null ist, eine bestimmte Zahlengrdésse liefert. 
Somit gelten alle Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division 
fiir die fragliche Verkniipfung. Die Verkniipfung des Elementes @ 
mit andern Elementen oder Elementargréssen, wie sie bei der oben 
eingeftihrten Bezeichnung der Abweichung eintritt, behalten wir 
dem folgenden Kapitel vor. 

§ 98. Es erschien bisher die Elementargrésse im Allgemeinen 
als eine Vielfachensumme von Elementen, und wir miissen uns die 
Aufgabe stellen, eine Elementargrisse, welche in dieser Form ge- 
geben ist, in méglichst einfacher Form darzustellen. Zunichst 
machen wir den Versuch, sie in einem Gliede, also als vielfaches 
Element darzustellen. Es sei daher 

ae + h6-+..... <= x0 
gesetzt, wo o ein Element, x sein Gewicht bezeichnet; da das Ge- 
sammtgewicht auf beiden Seiten gleich sein muss, so erhalten wir 
sogleich 
x=a+h-+..... 

und wir haben nur noch o so zu bestimmen, dass die Gesammt-Ab- 
weichung von irgend einem Elemente @ auf beiden Seiten gleich ist 
und erhalten 


a[ea]-+ 6[of]F.....= (at b+.....) [eo] 


ee ee 
a+b+.... 
wodurch o bestimmt ist, sobald a-+-6-+-.... einen geltenden Werth 
hat, d. h. 
, Hine Elementargrésse, deren Gewicht nicht null ist, lasst sich 
als ein mit gleichem Gewichte behaftetes Element darstellen, 


d. h. 
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und zwar ist die Abweichung dieses Elementes von einem Ele- 
mente @ gleich der durch das Gewicht dividirten Abweichung 
der Elementargrésse von demselben Elemente.“ 
Setzt man iibrigens in jener Gleichung, welche fiir jedes Element @ 
gilt, dies Element mit o identisch, so hat man, weil oo] null ist, mit 
Weglassung des Divisors die Gleichung 
o=aloa]+b[of]+...., 
d. h. die Gesammtabweichung einer Vielfachensumme von Elementen 
von dem Summenelement (@) ist gleich null. 

§ 99. Ist das Gewicht der Elementargrésse null, so haben wir 
schon gezeigt, dass dann die Abweichungen der Elementargriésse von 
je zwei Elementen gleich gross sind; ist diese Abweichung daher in 
Bezug auf irgend ein Element null, so ist sie es auch in Bezug auf 
jedes andere, und jene Elementargrésse kann dann einem beliebigen 
Elemente mit dem Gewichte null gleichgesetzt werden, wie dies auch 
dié Formel des vorigen § schon darlegt, oder sie kann selbst gleich 
null gesetzt werden. Ist aber die Abweichung einer solchen Ele- 
mentargrésse (deren Gewicht null ist) von irgend einem Elemente 
gleich einer Strecke von geltender Grésse, so ist auch die Abweichung 
derselben von jedem andern Elemente derselben Strecke gleich, und 
diese Strecke, welche jene konstante Abweichung misst, reprisentirt 
daher jene Elementargrésse vollstindig, so dass zu gleichen Ele- 
mentargréssen, deren Gewichte null sind, auch gleiche Abweichungs- 
werthe und umgekehrt gehéren. Werden nun solche Elementar- 
grossen zu einander addirt oder mit Zahlengréssen multiplicirt , 80 
geht der Abweichungswerth des Resultates aus denen jener Elementar- 
gréssen durch dieselbe Addition oder Multiplikation hervor, es tritt 
also zwischen solchen Elementargréssen und ihren Abweichungs- 
werthen weder an sich, d. h. in ihrem Begriffsumfange, noch in ihren 
Verkniipfungen, irgend ein Unterschied hervor, und wir sind somit 
berechtigt, jene Elementargrésse und ihren Abweichungswerth als 
gleich zu definiren, ja wir sind dazu gezwungen, wenn wir nicht durch 
unniitze Unterscheidungen den Gegenstand verwirren wollen. Wir 
setzen daher eine Elementargrésse, deren Gewicht null ist, derjenigen 
konstanten Strecke gleich, um welche jene Grisse von beliebigen 
Elementen abweicht, oder wir verstehen unter der Abweichung einer 
Strecke von einem Element jene Strecke selbst, und die Strecke 
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erscheint als eine besondere Art von Elementargréssen. Um dies 
noch anschaulicher zu iibersehen, kénnen wir zunichst nachweisen, 
dass sich jede Elementargrisse, deren Gewicht null ist, als Differenz 
zweier Elemente (8—«) darstellen lisst, deren eins (@) willkiihrlich 
ist. In der That, da das Gesammtgewicht dieser Differenz gleich- 
falls null ist, so kommt es nur darauf an, dass in Bezug auf irgend 
ein Element (e@) die Abweichungen gleich sind. Die Abweichung 
jener Differenz von @ ist [of] — [ea], d.h. sie ist gleich [@@], und 
dadurch ist nicht blos das Element @ bestimmt, wenn @ gegeben ist, 
sondern auch die konstante Abweichung der gegebenen Elementar- 
groésse selbst gefunden, und es folgt daraus ferner, dass 
[ap] = B—a 
ist. Beide stellen also nur verschiedene Bezeichnungen dar, und 
da die erstere willkiihrlich, die letztere nothwendig ist, so werden 
wir von jetzt an am liebsten jene von Anfang an nur als vorlaufig 
dargestellte Bezeichnung gegen die letzte fallen lassen, und also 
kiinftig eine Strecke, welche, wenn @ als ihr Anfangselement ge- 
setzt wird, # zum Endelement hat, mit # — @ bezeichnen*). Fassen 
wir das Ergebniss beider Paragraphen zusammen, so zeigt sich, 
,dass eine Elementargrésse erster Stufe, denn so bezeichnen 
wir die bisher behandelte Elementargrésse im Gegensatz gegen 
die spiter zu behandelnden, sich, wenn ihr Gewicht einen 
geltenden Werth hat, als vielfaches Element, wenn ihr Ge- 
wicht null ist, als Strecke darstellen lasst, und zwar erhalt 
man jedesmal diesen Werth, indem man die Gewichte gleich 
setzt, und die Abweichungen von irgend einem Elemente, wo- 
bei die Abweichung einer Strecke von einem Elemente jener 
Strecke selbst gleich gesetzt, und das Gewicht einer Strecke 
null gesetzt wird.“ 


§ 100. Da nach dem vorigen § die Strecke als eine besondere 
Gattung von Elementargréssen erster Stufe erschien, so lasst sich 


*) Es ist hier noch zu erwihnen, dass die Formel des vorigen § fiir 
diesen Fall die Elementargrésse als unendlich entferntes Element mit dem 
Gewichte null darstellt, falls man nimlich die Division mit null gelten 
lassen will; aber die bestimmte Bedeutung dieses Ausdrucks tritt eben erst 
durch die hier gegebene Darstellung an’s Licht. 
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die Summe einer Strecke und eines einfachen oder vielfachen 
Elementes gleichfalls als Elementargrésse auffassen, und den Be- 
griff dieser Summe, der durch das Friihere schon bestimmt ist, 
wollen wir nun niher vor Augen riicken. Suchen wir zuerst die 
Summe (a ++ p) eines Elementes @ und einer Strecke p, so muss, 
da das Gewicht dieser Summe 1 ist, dieselbe wieder gleich einem 
einfachen Elemente f gesetzt werden. Man hat dann aus der 
Gleichung 

a+p=~ 
die neue Gleichung 

f—a=p, 
d. h. @ ++ p bedeutet das Element #, in welches @ tibergeht, wenn 
es sich um p dndert, oder dessen Abweichung von @ gleich p ist. 
Betrachten wir die Summe eines vielfachen Elementes me und 
einer Strecke p, so haben wir, da das Gewicht der Summe m ist, 
die Gleichung 

ma + p=mf 


und daraus 


m(f— ce) =p, oder B—a =", 

m 
d. h. ma ++ p bedeutet das mfache eines Elementes @, dessen Ab- 
weichung von @ der mte Theil der Strecke p ist. Oder fassen wir 


beides zusammen und driicken es auf allgemeinere Weise aus, in- 
dem wir zugleich bedenken, dass, wenn # von @ un abweicht, 
; m 


dann mf von @ um p abweiche, so ergiebt sich, 
,dass die Summe einer Elementargrésse von geltendem Ge- 
wichtswerthe und einer Strecke eine Elementargrésse ist, 
welche mit der ersteren gleiches Gewicht hat, und von dem 
Elemente der ersteren um die hinzuaddirte Strecke abweicht.“ 
§ 101. Wollen wir die in diesem Kapitel gewonnenen Resul- 
tate auf die Geometrie anwenden, so haben wir nur statt der 
Elemente uns Punkte vorzustellen; und behalten wir dann die 
tibrigen Benennungen, welche in diesem Kapitel eingefiihrt wurden, 
namentlich die Benennungen ,Gewicht, Abweichung, Elementar- 
grésse“ hier in derselben Bedeutung bei, so erhalten wir auch die- 
selben Sitze, von denen wir jedoch die interessantesten in anschau- 
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licherer Form darlegen wollen. Stellt man sich zunichst n Punkte 
&...@, vor, so lasst sich stets ein Punkt o finden, dessen Ab- 
weichung von jedem beliebigen Punkte @ der n-te Theil ist von 
der Gesammt-Abweichung jener n Punkte von demselben Punkte g, 
und dieser Punkt ist durch eine solche Gleichung 


[eo] tte [oc | +. ed [oe n | 


n 


vollkommen bestimmt. Dieser Punkt ist es, welchen man den ; 
Punkt der mittleren Entfernung zwischen jenen n Punkten zu 
nennen pflegt, den ich aber kiirzer als deren Mitte bezeichnet habe 
(vergl. § 24). Driicken wir nun den obigen Satz geometrischer 
aus, so kénnen wir sagen: 

»Zieht man von einem veriinderlichen Punkte @ die Strecken 
nach n festen Punkten, so geht die von @ aus mit der Summe 
dieser Strecken gezogene Parallele durch einen festen Punkt o, 
welcher die Mitte zwischen jenen n Punkten heisst, und dessen Ent- 
fernung von @ der n-te Theil jener Summe ist.“ Oder wenn wir 
auch den Begriff der Summe vermeiden wollen , Zieht man von einem 
verinderlichen Punkte @ die Strecken nach n festen Punkten, und 
legt diese Strecken, ohne ihre Richtung und Linge zu under, stetig, 
d. h. so an einander, dass der Endpunkt einer jeden Strecke jedesmal 
der Anfangspunkt der nichstfolgenden wird, und macht @ zum An- 
fangspunkt der ersten, so geht die Linie, welche die so gebildete 
Figur schliesst, durch einen festen Punkt 6, welcher die Mitte der 
n Punkte ist, und von der schliessenden Seite nach dem Punkte @ zu 
den n-ten Theil abschneidet.“ Hieraus ergiebt sich eine héchst ein- 
fache Konstruktion der Mitte, und zugleich das Gesetz, dass die 
Strecken, welche von der Mitte nach den n Punkten gezogen werden, 
stetig an einander gelegt eine geschlossene Figur geben, oder dass 
sie den Seiten einer geschlossenen Figur gleich und parallel sind. 

§ 102. Es ist klar, wie die im vorigen § aufgestellten Gesetze 
auch noch gelten, wenn sich mehrere der festen Punkte vereinigen, 
wenn man dann nur die Anzahl derselben festhilt, und auch dann 
noch, wenn man diese Punkte mit beliebigen positiven oder negativen 
Zahlengréssen, welche wir auch hier Gewichte nennen kénnen, mul- 
tiplicirt denkt, so lange nur dieSumme der Gewichte einen geltenden 
Werth hat; nennen wir dann wieder die Gesammtheit der so mit Ge- 
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wichten behafteten Punkte einen Punktverein, so kénnen wir den 
Satz aussprechen: , Wenn man von einem veranderlichen Punkte @ 
nach den Punkten eines festen Punktvereins Strecken zieht, diese 
Strecken, ohne ihre Richtung zu andern, mit den zugehérigen Ge- 
wichten multiplicirt, und die so gewonnenen Strecken von @ aus 
stetig an einander legt, so geht die die Figur schliessende Seite durch 
einen festen Punkt 0, welcher die Mitte jenes Punktvereins ist, und 
dessen Entfernung von @ so oft in der schliessenden Seite enthalten 
ist, als das Gesammtgewicht betragt.“ Ist das Gesammtgewicht null, 
so fallt, wie sich aus der Formel 


a+b—+.... 
ergiebt, der Punkt o ins Unendliche, und die schliessende Seite geht 
dann durch denselben unendlich entfernten Punkt, d. h. hat eine 


konstante Richtung. Dies ergiebt sich noch einfacher und zugleich 
bestimmter aus den Sitzen, die wir fiir den Fall, dass das Gesammt- 
gewicht null ist, oben aufgestellt hatten, und es folgt daraus zugleich, 
dass diese schliessende Seite zugleich eine konstante Linge hat. Es 
erscheint also als Mitte des Punktvereins, wenn das Gesammtgewicht 
null ist, ein unendlich entfernter Punkt, oder was dasselbe ist, eine 
konstante Richtung, also nicht ein (endlich liegender) Mittelpunkt, 
sondern eine Mittelaxe. Da dieser Fall ein besonderes Interesse. 
darbietet, so sprechen wir ihn noch einmal mit médglichster Ver-. 
meidung aller Kunstausdriicke aus : 

,Zieht man von einem veranderlichen Punkte @ die Strecken 
nach einer Reihe fester Punkte, zu welchen eine Reihe von Zahlen- 
gréssen, deren Summe null ist, gehért, und man legt diese Strecken, 
nachdem man sie, ohne ihre Richtung zu verindern, mit den zu- 
gehérigen Zahlen multiplicirt hat, stetig aneinander, so hat die 
schliessende Seite konstante Richtung und Linge, und kann die Axe: 
jenes Punktvereins genannt werden *), 

§ 103. In Bezug auf die Statik stellen wir sogleich das Haupt- 
gesetz auf, namlich 

» Wenn die Punkte eines Vereins von parallelen Kriften gezogen 

*) Sollten die Resultate dieses § in rein geometrische Form gekleidet. 


werden, so miisste man statt der Gewichte parallele Strecken nehmen, deren 
Gréssen das Verhiltniss der Gewichte darstellten. 
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werden, welche den Gewichten jener Punkte proportional, aber von 
veranderlicher Richtung sind, so ist das Gesammtmoment jener 
Krifte in Bezug auf die Mitte jenes Vereins null, in Bezug auf jeden 
andern Punkt gleich dem Moment der an der Mitte angebrachten 
Gesammtkraft. “ 

Der Beweis ist héchst einfach, ist namlich o die Mitte des Vereins 
ac, bf, ...., und sind ap, bp, ...die Krafte, durch welche die Punkte 
a, 8 ete. gezogen werden, so hat man das Gesammtmoment in Bezug 
auf o gleich 

a[oa].p—+b[of].p..... 
= (a [oe] +6 [08]+....).p—o, 
da der erste Faktor nach dem vorigen § null ist. Fiir jeden andern 
Punkt @ hat man das Moment gleich 
(a[ow]--b[ef]+.-.-.)-p, 
and da der erste Faktor gleich (a-+b-++-...) [00] ist, gleich 
[eo]. @+4-4...).p, 

d. h. gleich dem Moment der an 6 angebrachten Gesammtkraft. Es 
ist bekannt genug, dass von der ersteren Eigenschaft die Mitte, wenn 
die Gewichte als physische Gewichte aufgefasst werden, der Schwer- 
punkt heisst. Da die physischen Gewichte immer als positiv er- 
scheinen, so hat der zweite Fall hier keine direkte Anwendung. 
Denkt man sich aber einen in eine Fliissigkeit getauchten Kérper, 
welcher von dieser Fliissigkeit rings umgeben ist, und rechnet man 
die Kraft, mit welcher jedes Theilchen durch sein physisches Gewicht 
nach unten, und die, mit welcher es durch den Druck der Fliissigkeit 
(welcher dem physischen Gewichte der verdringten Fliissigkeit gleich 
ist) nach oben getrieben wird, zusammen, und betrachtet die Gesammt- 
kraft als mathematisches Gewicht des betreffenden Theilchens, so hat 
man ebenso wohl positive als negative Gewichte. Wenn ins Besondere 
der Kérper in der Fliissigkeit schwebt, so ist die Summe jener Ge- 
wichte null, und statt des mit einem Gewicht behafteten Schwerpunktes 
tritt nun eine bestimmte Strecke als Summe des Punktvereins auf, 
welchen der in der Fliissigkeit schwebende Kérper darstellt, Diese 
Strecke kann ins Besondere null werden; dann schwebt der Kérper 
in jeder Lage im Gleichgewicht; hingegen in jedem andern Falle 
bestimmt die Richtung der Strecke die Axe, welche die senkrechte 
Lage annehmen muss, wenn der in der Fliissigkeit schwebende Kér- 
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per im Gleichgewicht sein soll, Wie die Richtung und Linge dieser 
Strecke, welche fiir die Statik, wie wir im niichsten § zeigen werden, 
eine bestimmte und einfache Bedeutung hat, gefunden werden kénne, 
ergiebt sich sogleich aus dem folgenden Satze, welcher eine unmittel- 
bare Folgerung aus dem Begriffe der Summe mehrer Elementargréssen 
ist, niimlich aus dem Satze: 

Wenn ein Kérper aus mehreren einzelnen Kérpern zusammen- 

gefiigt ist, so findet man aus den Schwerpunkten und den Ge- 

wichten der einzelnen Kérper den Schwerpunkt und das Gewicht 
des Ganzen, oder die Strecke, welche beides vertritt, indem man 
die Summe aus den mit den betreffenden Gewichten behafteten 

Schwerpunkten nimmt. “ 

In unserm Falle ist der Schwerpunkt des Kérpers an sich und 
der des verdringten Wassers zu nehmen und beide mit den betreffen- 
den Gewichten, welche entgegengesetzt bezeichnet sind, zu multi- 
pliciren; und da fiir den Fall, dass der Kérper schwebt in der Fliissig- 
keit, die Gewichte gleich sind, so erbilt man als Summe dies Gewicht 
multiplicirt mit der gegenseitigen Abweichung beider Schwerpunkte, 
die Axe geht also durch beide Schwerpunkte und ist null, wenn die- 
selben zusammenfallen. 

§ 104. Eine ungleich wichtigere Anwendung des letzten Falles, 
in welchem statt des Summenpunktes eine Axe erscheint, ist die auf 
den Magnetismus. Gauss hat gezeigt*), dass die magnetischen 
Intensititen innerhalb eines magnetischen Kérpers allemal zur Summe 
null geben. Denkt man sich diese Intensitaten den zugehérigen 
Punkten (oder Theilchen) als mathematische Gewichte beigelegt, so 
wird die Summe des so gebildeten Punktvereins eine Strecke von 
bestimmter Richtung und Linge sein. Um die Bedeutung dieser 
Strecke fiir die Theorie des Magnetismus kennen zu lernen, denken 
wir uns eine magnetische Kraft, welche, wie etwa der Erdmagnetis- 
mus, oder die Kraft eines entfernten Magneten, die einzelnen Punkte 
in parallelen Richtungen den magnetischen Intensititen proportional 
forttreibt, so ist das Moment dieser Krafte in Bezug auf irgend einen 
Punkt @ gleich 


alec].p+blefs].p+.... 


*) In seiner Abhandlung ,,Intensitas vis magneticae. 
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wenn ap, bp, die den magnetischen Intensitiiten a, 6, .... proportionalen 
auf die Punkte a, #,.... wirkenden Krifte sind; es verwandelt sich 
aber jener Ausdruck, wenn man den gemeinschaftlichen Faktor p 
ausserhalb einer Klammer setzt, und bedenkt, dass dann die von der 
Klammer eingeschlossene Grisse jener konstanten Strecke, welche 
die Summe des Punktvereins darstellt, und von uns mit a bezeichnet 
werden soll, gleich ist, in 
a. p, 

d. h. das Moment jener Kriifte ist in Bezug auf je zwei Punkte gleich 
gross, nimlich, wenn wir a die magnetische Axe, und p die ein- 
wirkende magnetische Kraft (wie sie auf einen Punkt von der zur 
Einheit genommenen Intensitiit wirkt) nennen, gleich dem dusseren 
Produkt der magnetischen Axe in die einwirkende magnetische Kraft. 
Gleichgewicht ist also vorhanden, wenn dies Produkt null ist, d. h. 
die magnetische Axe in der Richtung der einwirkenden Kraft liegt. 
Der Begriff der magnetischen Axe, wie ich ihn hier dargestellt habe, 
ist von dem sonst gangbaren nur dadurch verschieden, dass sie hier 
als eine Strecke von bestimmter Richtung und Linge aufgefasst ist, 
wahrend man sonst an ihr nur die Richtung festzuhalten pflegt. Die 
Griinde, warum ich diesen Begriff modificirt habe, ohne die Benennung 
zu andern, ergeben sich leicht, da einerseits die Wissenschaft die Ver- 
kniipfung der Richtung und Linge jener Strecke zu einem Begriffe 
fordert, und anderseits aus dem, was man tiber die magnetische Axe 
aussagt, jedesmal sogleich hervorgeht, ob die Liinge in den Begriff 
mit aufgenommen ist, oder nicht, so dass also keine Verwechselung 
méglich ist. Dass man bisher in der Theorie des Magnetismus beides 
stets gesondert betrachtet hat, liegt nur darin, dass die Einheit von 
Richtung und Linge, wie wir sie in dem Begriffe der Strecke auf- 
gefasst haben, bisher in der Geometrie keine Stelle fand. Uebrigens 
beweist schon die ausserordentliche Einfachheit, in welcher vermége 
dieses Begriffes und der durch unsere Wissenschaft gebotenen Ver- 
kniipfung das magnetische Moment sich darstellt, die Unentbehrlich- 
keit unserer Analyse fiir die Theorie des Magnetismus hinlinglich. 

Anmerkung. Wir sind hier zu dem ersten und einzigen 
Punkte gelangt, in welchem unsere Wissenschaft an schon anderweitig 
bekanntes heranstreift. Namlich in dem barycentrischen Kalkiil von 


Mobius wird gleichfalls eine Addition einfacher und vielfacher Punkte 
10 


146 Add. u. Subtr. der Elementargréssen erster St. $105. 


dargelegt, zwar zunichst nur als eine ktirzere Schreibart, aber doch 
mit derselben Rechnungsmethode, wie wir sie in den ersten Paragra- 
phen dieses Kapitels, wenn gleich in grésserer Allgemeinheit , dar- 
gelegt haben. Was jedoch dort ginzlich fehlt, ist die Auffassung 
der Summeals Hiner Grosse fiir den Fall, dass die Gewichte zusammen 
null betragen. Was den scharfsinnigen Verfasser jenes Werkes 
daran hinderte, diese Summe als Strecke von konstanter Linge und 
Richtung aufzufassen, ist ohne Zweifel die Ungewohntheit, Linge und 
Richtung in Einem Begriffe zusammenzufassen. Ware jene Summe 
dort als Strecke fixirt, so wire daraus der Begriff der Addition und 
Subtraktion der Strecken, wie wir ihn in Kapitel I des ersten Ab- 
schnitts dargestellt haben, fiir die Geometrie hervorgegangen; und 
unsere Wissenschaft hatte einen zweiten Beriihrungspunkt mit jenem 
Werke gefunden; auch wiirde dann der barycentrische Kalkiil selbst 
eine viel freiere und allgemeinere Behandlung gewonnen haben *). 

§ 105. Es erscheint mir hier der geeignetste Ort, um die An- 
wendung unserer Wissenschaft auf die Differenzialrechnung wenigstens 
anzudeuten. Um zu einer solechén Anwendung zu gelangen, miissen 
wir die durch unsere Wissenschaft gewonnenen Gréssen als Funktio- 
nen darstellen. Dies geschieht am einfachsten, wenn die unabhingige 
Veriinderliche als Zahlengrésse gesetzt wird, etwa gleich t. Dann 
wird sich jede Grésse P in der Form 

P=A-+Bt!-+ Ot2-+..... ; 
oder noch allgemeiner in der Form 
P=Ant™+A,t+.... 
darstellen lassen, wo A, B, C.... oder Am, An,.... nothwendig 
Groéssen von derselben Stufe sind wie P, und als unabhingig von t 
gedacht werden miissen. Setzen wir dann diesen Ausdruck als 
Funktion von t gleich f(t), also 
Re f(t), 

*) Als ich diese Anmerkung schrieb, war mir die Mechanik von Mobius 
(Leipzig 1843), in welcher er die Addition der Strecken lehrte, noch nicht zu 
Gesicht gekommen. Die Abhandlung in Crelle’s Journal (Band 28), in welcher 
Mobius den barycentrischen Kalkiil in der hier angedeuteten Weise begriin- 
dete, erschien erst nach dem Druck der Ausdehnungslehre, obwohl das Datum 
der Unterschrift nachweist, dass dieselbe schon friiher geschrieben war. Es ge- 


hort dies zu den merkwiirdigen Beriihrungen wissenschaftlicher Arbeiten, wie 
sie so oftzum Erstaunen derer, welche so zusammentreffen, stattfinden. (1877.) 
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und setzen wir ferner 
dP = f(t + dt) — f(t), 
so erhalten wir im allgemeinen Falle 
= mA,t™—!+ nA,t?-1+..., 

Als der einfachste Fall erscheint hier der, dass P, also auch 
An, An.... Elementargréssen erster Stufe sind. Nimmt man dann 
ins Besondere an, dass P ein konstantes Gewicht habe, so wird es 
sich, wenn man die Gréssen jetzt als Gréssen erster Stufe mit kleinen 
Buchstaben bezeichnet, in der Form darstellen lassen 

p=atbat™+bat®...., 

wo bm, by,... Strecken darstellen, a und p also Elementargréssen 
von gleichem Gewicht. . Dann erhalt man 


- == Mat !'—--nb,t?—! + te 


d 
und i stellt also eine Strecke dar. Man iibersieht leicht, dass, wenn 
d 
p den Ort eines Punktes in der Zeit t darstellt, dann die Geschwin- 


d2 
digkeit desselben ihrer Grésse und Richtung nach, und 7 seine Be- 


schleunigung auf dieselbe Weise darstellt. Durch die Einfiihrung 
dieser Betrachtungsweise in die Mechanik gelangt man mit Anwen- 
dung unserer Analyse auf’s Leichteste zu der Liésung mancher Pro 
bleme, die sonst als verwickelt erscheinen ; doch wiirde mich die weitere 
Verfolgung dieses Gegenstandes zu weit von meinem Ziele abfiihren *). 


Zweites Kapitel. 


Aeussere Multiplikation, Divisionund Abschattung 
der Elementargrossen. 


§ 106. Der Begriff der Abweichung, wie wir ihn in der Ent- 
wickelung des vorigen Kapitels zu Grunde legten, enthilt dem Keime- 
nach den Begriff des Produktes zweier Elementargréssen in sich. 

*) Vergl. meinen Aufsatz: Die Mechanik nach den Principien der Aus- 


dehnungslehre in den mathematischen Annalen Bd. XII. (1877.) 
10* 
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Wir verstanden dort unter der Abweichung eines Elementes & von 
einem andern Elemente g die Strecke, welche von @ nach @ gefiihrt 
werden kann, und bezeichneten dieselbe mit [ga]; ebenso verstanden 
wir unter der Abweichung eines Elementarvereines von einem Hle- 
mente @ die Vielfachensumme aus den Abweichungen seiner Elemente 
von demselben Elemente e, wenn man als Koefficienten dieser Viel- 
fachensumme die den betreffenden Elementen zugehérigen Zahlen- 
gréssen (Gewichte) nimmt. Wir bestimmten darauf die einem Ele- 
mentarverein entsprechende Elementargrisse so, dass sie statt des- 
selben gesetzt werden konnte, sobald es sich nur um die Abweichung 
handelte, und setzten eben die Gleichheit der Abweichungen als ein- 
zige Bedingung fiir die Gleichheit der Elementargréssen ; daraus ergab 
sich dann, dass die einem Elementarvereine zugehiérige Elementar- 
grésse wiederum die mit den zugehérigen Gewichten als Koefficienten 
versehene Vielfachensumme der Elemente sei, also die entsprechende 
Vielfachensumme der Elemente, wie die Gesammt-Abweichung jenes 
Vereins eine Vielfachensumme aus den Abweichungen der Elemente 
war. Bezeichnen wir daher gleichfalls die Abweichung einer Ele- 
mentargrésse a von einem Elemente @ mit [ga], so haben wir 
[@ (aw b8+-....)) = aloe] + blof]+...; 
und so auch, da die Gesammtabweichung eines Elementarvereins die 
Summe ist aus den Abweichungen ihrer Theile 
[o(a+-b-+c-+...)]=[ea]+ [eb]+..., 
wenn a, b,.... beliebige Elementargréssen vorstellen. Spaterhin 
hatten wir das Produkt einer Zahlengrésse in eine Elementargrisse, 
d. h. in eine Vielfachensumme von Elementen, als eine Vielfachen- 
summe definirt, welche aus der ersteren durch Multiplikation ihrer 
Koefficienten mit jener Zahlengrésse hervorgeht, und daraus folgt nun, 
dass man die Abweichung einer m-fachen Elementargrisse findet, 
wenn man die der einfachen mit m multiplicirt, also dass 
[@ (ma)] = m [ea] 
ist*). Kurz es zeigt sich, dass die multiplikative Grundbeziehung 
fiir die fragliche Verkniipfung von @ mit einer Elementargrisse, 
sowohl an sich als auch in Bezug auf das Hinzutreten von Zahlen- 


*) Hieraus ergiebt sich tibrigens, dass manin der ersten Gleichung dieses 
Paragraphen auch statt der Elemente «, 8,... die Elementargréssen a, b,... 
einfiihren kénnte. 
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faktoren gilt, sobald man nur den zweiten Faktor als gegliedert be- 
trachtet. Ueberdies zeigt sich, da [eo] null ist, und [ea] gleich 
— [ao], dass diese Multiplikation eine aussere sein wiirde. 

§ 107. Khe wir nun zu dem vollstindigen Begriffe des ausseren 
Produktes der Elementargréssen tibergehen, wollen wir den Begriff 
der Elementarsysteme feststellen. Dieser Begriff griindet sich wie 
der der Ausdehnungssysteme (§ 16) auf den Begriff der Abhingig- 
keit. Wir nennen eine Elementargrésse erster St. abhingig von 
~ andern Elementargréssen, wenn sie sich als Vielfachensumme der- 
selben darstellen lasst, hingegen nennen wir mehrere Elementar- 
gréssen erster St. unabhingig, wenn zwischen ihnen keine Abhingig- 
keit in dem angegebenen Sinne stattfindet, d. h. keine von ihnen sich 
als Vielfachensumme der iibrigen darstellen lisst. Nun verstehen 
wir unter einem Elementarsysteme n-ter Stufe die Gesammtheit der 
Elemente, welche von n Elementen abhingig sind, wihrend diese n 
Elemente von einander unabhingig sind. Sind nun a, ~, y.... die 
n von einander unabhangigen Elemente, und ich betrachte zwei von 
ihnen abhangige Elemente, @ und o, so wird auch ihre Differenz sich 
als Vielfachensumme jener n Elemente darstelleu lassen; diese Diffe- 
renz, welche die gegenseitige Abweichung beider Elemente darstellt, 
hat zum Gewichte null, und man erhalt daher @—o in der Form 
dargestellt : 


e—o=aa+be+cy+..... ; 
atb—+tc+....=0 


ist. Drtickt man vermittels der letzten Gleichung irgend einen der 


wo zugleich 


Koefficienten z. B. a durch die iibrigen aus, so erhalt man, indem 
man diesen Werth in die erste einfiihrt, 
o—o=b (P—a)+ c¢(y—a)+..... ‘ 

d. h. die gegenseitige Abweichung zweier Elemente eines Elementar- 
Systems n-ter Stufe ist als Vielfachensumme von (n—1) Strecken dar- 
stellbar, welche von einem der n Elemente, die das System bestimmen, 
nach den tibrigen gelegt sind ; und umgekehrt jede Strecke, die sich als 
Vielfachensumme dieser (n—1) Strecken darstellen lisst, fiihrt auch von 
einem Elemente jenes Systems nothwendig wieder zu einem Hlemente 
desselben Systems. Wir kénnen daher auch sagen, ein Elementar- 
system n-ter Stufe sei die Gesammtheit der Elemente, deren gegenseitige 
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Abweichungen einem und demselben Ausdehnungssystem (n—1)ter 
Stufe angehéren, oder, wenn man sich so ausdriicken will, es sei die ele- 
mentare Darstellung eines Ausdehnungssystemes (n—1)ter Stufe. Noch 
bemerke ich, dass es im Begriffe des Elementarsystems unmittelbar liegt, 
dass n Elemente dann und nur dann von einander unabhingig sind, wenn 
sie keinem niederen Klementarsystem als dem n-ter Stufe angehéren. 

§ 108. Um nun sogleich zu dem Begriff der ausseren Mul- 
tiplikation beliebig vieler Elementargréssen erster Stufe zu gelangen, 
haben wir nur den allgemeinen (formellen) Begriff der iusseren Mul- 
tiplikation auf diese Gréssen anzuwenden. Der Begriff der Multi- 
plikation ist schon dadurch bestimmt, dass man in einem Produkte 
von zwei Faktoren, von denen der eine aus zwei gleichartigen Stiicken 
besteht, statt dieses Faktors seine Stiicke einzeln einfiihren, und die 
so gebildeten Produkte, welche wieder als gleichartig zu betrachten 
sind, addiren darf. Dies Produkt mehrerer Gréssen erster Stufe (die 
wir als solche einfache Faktoren genannt haben) wird als ein dusseres 
dadurch bestimmt, dass ohne Werthianderung desselben in jedem ein- 
fachen Faktor solche Stiicke, welche mit einem der beiden zunichst- 
stehenden Faktoren gleichartig sind, weggelassen werden kénnen. 
Durch diese Grundgesetze bestimmen wir also auch den Begriff der 
Multiplikation von Elementargroéssen erster Stufe, und halten zugleich 
alle in dem ersten Abschnitte fiir Ausdehnungsgréssen gegebenen 
Begriffs-Bestimmungen auch fiir Hlementargréssen fest, und da auf 
jenen Grundgesetzen und den hinzutretenden Begriffs-Bestimmungen 
alle im ersten Abschnitte bewiesenen Gesetze beruhen, so gelten sie 
auch alle fiir Elementargréssen, also namentlich alle Gesetze der 
aiusseren Multiplikation, der formellen Addition und Subtraktion, der 
Division und der Abschattung ; in Bezug auf die letzte bemerken wir 
nur noch, dass der Name Projektion hier nicht gebraucht werden 
darf, weil er in Bezug auf Elementargrissen, wie sich spiter zeigen 
wird, einen ginzlich andern Begriff in sich schliesst, als wir bisher 
mit dem Namen der Abschattung bezeichneten. — Unsere Aufgabe 
bleibt daher insbesondere, unserm Begriffe die méglichste Anschau- 
lichkeit zu geben, und seine konkrete Darstellung vor Augen zu legen. 

§ 109. Die Hauptsache ist hier, auszumitteln, wann zwei Produkte 
einander gleichgesetzt werden kinnen, indem dadurch der Begrifisum- 
fang der Grisse, welche das Produkt darstellt, bestimmt wird. Da nun 
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durch jene formellen Grundgesetze der Begriff des Produktes vollkom- 
men bestimmt sein soll, so haben wir zwei Produkte dann, aber auch 
nur dann, einander gleich zu setzen, wenn sich vermittelst jener Grund- 
gesetze (oder der daraus abgeleiteten) das eine Produkt in das andere 
verwandeln lasst. Es sei daher ein Produkt aus n Elementargréssen 
erster Stufe der Betrachtung unterworfen. Zuniichst ist klar, dass wenn 
die Gewichte dieser n Elementargréssen alle einzeln genommen null 
sind, also jede derselben als Ausdehnungsgrisse erster Stufe erscheint, 
auch ihr Produkt eine Ausdehnungsgrisse n-ter Stufe liefert. In jedem 
andern Falle, und wenn auch nur Ein einfacher Faktor ein geltendes 
Gewicht hat*), lasst sich jenes Produkt als Produkt eines Elementes in 
eine Ausdehnungsgriésse (n —1) ter Stufe darstellen. Denn wir kénnen 
zuerst den Faktor, von welehem wir voraussetzen, dass sein Gewicht 
nicht null sei, auf die erste Stelle bringen; sollte sich dabei das Vor- 
zeichen des Produktes aindern, so kénnen wir statt dessen das Zeichen 
irgend eines Faktorsindern. Ist nun a@ jener Faktor, dessen Gewicht 
a nicht null sein soll, so kénnen wir nun den iibrigen Faktoren, wenn 
ihr Gewicht noch nicht null ist, ein beliebiges Vielfaches ven @ als 
Stiick hinzufiigen, ohne den Werth des Produktes zu dindern, und 
dadurch das Gewicht jedes der iibrigen Faktoren auf null bringen. 
Nachdem dies geschehen ist, sind also die iibrigen (n—1) Faktoren 
Strecken geworden; ihr Produkt, welches eine Ausdehnungsgrosse 
(n—1) ter Stufe ist, sei Q, so ist die Elementargrésse gleich 
aa.Q; 
und dies wiederum, da a eine Zahlengrisse ist, gleich 
@ .0Q —asP, 

wenn aQ gleich P gesetat wird. Es ist also die oben aufgestellte 
Behauptung erwiesen; aber noch mehr, da das zu den einzelnen 
Faktoren hinzuzuaddirende Vielfache von @, wenn es das Gewicht 
derselben null machen soll, ein bestimmtes ist, so ergiebt sich dadurch 
ein bestimmter Werth von Q, also auch von P. Um nun zu zeigen, 
dass P immer einen bestimmten Werth behalt, welche Formver- 
inderung man auch vorher mit jenem Produkte vorgenommen hat, 
haben wir nur festzuhalten, dass alle Formveriinderungen eines 
Produktes, welche den Werth desselben ungeiindert lassen, darauf 


*) d. h. ein solches, welches nicht null ist. 
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beruhen, dass man jedem einfachen Faktor Stiicke hinzufiigen kann, 
welche den iibrigen Faktoren gleichartig sind. Lassen wir nun in 
dem urspriinglichen Produkte zunichst den Faktor ae ungeandert, 
fiigen aber irgend einem andern Faktor ein Stiick hinzu, welches 
irgend einem der tibrigen Faktoren, etwa dem Faktor bf gleichartig 
ist, z. B. das Stiick mf, wo m eine Zahlengriésse bedeutet, so hat man 
nachher, um das Gewicht dieses vermehrten Faktors auf null zu 
bringen, noch ausser dem, was vorher zu subtrahiren war, die Grosse. 
ma zu subtrahiren, somit erscheint das jenem Faktor hinzugefiigte 
gleich m (6—@); aber der Faktor bf verwandelt sich bei derselben 
Umwandlung in b (8—a); also bleibt auch nach der bezeichneten Um- 
wandlung das dem einen Faktor hinzugefiigte Stiick dem andern 
gleichartig, d. h. das Produkt Q, also auch P behilt denselben Werth. 
Somit haben wir gezeigt, das der Werth P, welcher als zweiter Faktor 
erscheint, ein bestimmter ist, wenn @ unverdndert bleibt; nun kann 
aber @ um jede Strecke wachsen, welche dem Systeme P angehért; 
es sei dieselbe p,, so hat man 
(a-++- p,).P=«e.P, 

d. h. es kann sich das Element @ in jedes dem Elementarsysteme, 
was durch @ und P bestimmt ist, angehorige Element verwandeln, 
wihrend P immer denselben Werth behalt, und hiermit ist der Be- 
griffsumfang bestimmt. Wir nennen nun ein Produkt von n Elementar- 
gréssen erster Stufe oder eine Summe von solchen Produkten eine 
Elementargrisse n-ter Stufe, und ein solches Produkt, dessen 
einfache Faktoren nicht simmtlich Strecken sind, eine starre Ele~ 
mentargrésse. Somit haben wir den Satz gewonnen, ,dass 
eine starre Elementargrésse n-ter Stufe sich als Produkt eines 
Elements in eine Ausdehnung (n—1)ter Stufe darstellen lasst, dass 
diese Ausdehnung, welche wir dieA usweichung jener Elementar- 
grésse nennen, durch dieselbe vollkommen bestimmt sei, dass aber 
als Element jedes beliebige angenommen werden kann, was dem durch 
die einfachen Faktoren der Elementargrésse bestimmten Systeme 
angehért.“ Die starre Elementargriésse erscheint daher tiberhaupt 
als Einheit des durch sie bedingten Elementarsystems und der ihr 
zugehérigen Ausweichung; und durch das Ineinanderschauen beider, 
d. h. durch das Zusammenfassen beider Anschauungen in eine ist 
die Begriffseinheit einer Elementargrésse von hdherer Stufe, oder, 
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was dasselbe ist, eines Produktes von Elementargréssen erster Stufe 
gegeben. Wir wollen nun die Anschauung der starren Elementar- 
grésse dadurch vollenden, dass wir sie als bestimmten Theil des 
Elementarsystems, dem sie angehirt, darzustellen suchen. 

§ 110. Nach dem im vorigen § aufgestellten Begriff ist das 
Produkt zweier Elemente a, @ die an das durch @ und # bestimmte 
Elementarsystem gebundene und dadurch gleichsam erstarrte Strecke 
af. Den Begriff der Strecke griindeten wir auf den des einfachen 
Ausdehnungsgebildes erster Stufe. Darunter verstanden wir die 
Gesammtheit der Elemente, in die ein erzeugendes Element bei 
stetiger Fortsetzung derselben Aenderung iiberging; das erzeugende 
Element in seinem ersten Zustande nannten wir das Anfangselement 
des Gebildes, in seinem letzten das Endelement, beide Elemente 
die Grinzelemente und alle iibrigen Elemente des Gebildes be- 
zeichneten wir als zwischen jenen Grinzelementen liegende. So- 
mit kénnen wir auch sagen, das einfache Gebilde @f sei die 
Gesammtheit der zwischen @ und # liegenden Elemente, wobei es 
yermoge des Begriffs des Stetigen gleichgiiltig ist, ob wir die Grinz- 
elemente selbst, weil sie an sich keine Ausdehnung darstellen, mit 
hinzunehmen oder nicht. Dies Gebilde nun wird als Elementar- 
grésse zweiter Stufe aufgefasst, wenn man nur einestheils das Ele- 
mentarsystem zweiter Stufe, dem es angehért, und andrerseits die 
Erzeugungsweise festhalt, so dass zwei solche Gebilde, welche dem- 
selben Elementarsysteme zweiter Stufe angehéren und durch die- 
selben Aenderungen erzeugt sind, als Elementargréssen einander 
gleich sind, aber auch nur zwei solehe. Oder denkt man das ganze 
Elementarsystem durch stetige Fortsetzung derselben Aenderung 
erzeugt, und nimmt zwei Elemente desselben als entsprechende 
an, und ausserdem je zwei Elemente als entsprechende, welche aus 
den entsprechenden durch dieselbe Aenderung erzeugt sind, so werden 
zwei auf diese Weise sich entsprechende Gebilde, als gleiche 
Elementargréssen zweiter Stufe erscheinen. Wenden wir nun 
dasselbe auf die Elementargréssen hdherer Stufe an, und betrach- 
ten also drei oder mehrere Elemente @, #, y...., so entsteht uns 
hier gleichfalls die Aufgabe, die Gesammtheit der zwischen die- 
sen Elementen liegenden Elemente zu finden, und diese Gesammt- 
heit zu vergleichen mit dem Produkte der Elemente. Was wir 
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unter einem zwischen 2. Elementen liegenden Elemente verstehen, 
ist schon festgesetat; jedes Element nun, was zwischen einem Ele- 
mente @ und einem zwischen # und y liegenden Elemente sich be- 
findet, bezeichnen wir als ein zwischen @, @ und y liegendes, und 
iiberhaupt ein Element, welches zwischen @ und einem zwischen 
einer Reihe von Elementen @, y..... befindlichen Elemente liegt, 
als ein zwischen der ganzen Elementenreihe a, @, y... liegendes. 
Die Gesammtheit dieser Elemente wollen wir vorliufig ein Eckge- 
bilde nennen, a@, @, y,...seine Ecken, und diese Ecken sowohl 
als die Elemente, welche zwischen einem Theile dieser Ecken liegen 
(nicht zwischen allen), seine Griinzelemente, jene zwischen sammt- 
lichen Ecken liegenden Elemente hingegen die inneren Elemente 
des Eckgebildes. Unsere Aufgabe ist nun zuniichst die, alle Zwi- 
schenelemente (inneren Hlemente) als Vielfachensumme jener Hle- 
mente, zwischen denen sie liegen, darzustellen, und die Relation 
zu bestimmen, welche dann zwischen den Koefficienten statt finden 
muss. Zuerst in Bezug auf zwei Elemente ist klar, dass ein Hle- 
ment @ dann und nur dann zwischen @& und @ liege, wenn «@ gleich- 
bezeichnet ist mit ef, so dass die letzte Aenderung als Fortsetzung 
der ersten erscheint. Jedes Element @ nun, was in dem durch @, 
& bedingten Elementarsystem liegt, kann dargestellt werden durch 
die Gleichung 
Qe + bp, 
wo a und b beliebige Zahlengréssen vorstellen, deren Summe eins 
ist. Nach dem vorigen liegt nun @ dann und nur dann zwischen @ 
und £, wenn @g gleichbezeichnet ist mit of, d. h. 
a. (aw + bf) gleiches Zeichen hat mit (ac +- 68). 8 
oder, indem man die Gesetze der Ausseren Multiplikation anwendet, 
wenn be? gleich bezeichnet ist mit awf, d. h. 6 gleich bezeichnet 
ist mit a; d. h., da ihre Summe eins, also positiv ist, wenn beide 
Koefficienten oder Gewichte positiv sind. Ist einer derselben null, 
so ist das Klement ein Grinzelement. Durch Fortsetzung desselben 
Verfahrens kénnen wir nun beweisen, dass ein Element @ dann und 
nur dann zwischen einer Reihe von Elementen a, 6, y..., welche 
von einander unabhingig sind, liege, wenn es sich in der Form 
o=aa +t betey-+.... 


mit lauter positiven Koefficienten darstellen lasse. Wir sagten, dass 
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ein Element @ dann und nur dann zwischen einer Reihe von Hle- 
menten liege, wenn es zwischen dem ersten Elemente dieser Reihe 
und einem zwischen den folgenden befindlichen Elemente liege. 
Soll @ daher zwischen @, 8, y.....liegen, so muss es zwischen & 
und einem zwischen #, y... liegenden Elemente sich befinden, es 
muss also @ sich als Vielfachensumme von @ und einem zwischen 
B, y...» liegenden Elemente, deren Koefficienten beide positiv 
sind, darstellen lassen; also muss zuerst der Koefficient von « po- 
sitiv sein, demnichst aber auch der Koefficient des zwischen f, 
y.... liegenden Elementes, dies Element muss sich aber aus dem- 
selben Grunde als Vielfachensumme von # und einem zwischen den 
folgenden Elementen y... befindlichen Elemente mit positiven Ko- 
efficienten darstellen lassen; in dem Ausdrucke fiir @ war aber dies 
zwischen £, y... liegende Element mit einem positiven Koefficien- 
ten multiplicirt; also werden wir, indem wir den fiir dies Element 
gefundenen Ausdruck in den Ausdruck fiir @ einfiihren, und die 
Klammer auflésen, 9 als Vielfachensumme von den Elementen @, Ie 
und einem zwischen den folgenden Elementen y... befindlichen 
Elemente mit positiven Koefficienten dargestellt haben, und da wir 
dies Verfahren bis zum letzten Elemente hin fortsetzen kénnen, so 
folgt, dass jedes zwischen a, B, 7... liegende Element sich als 
Vielfachensumme von @, #, y... mit positiven Koefficienten dar- 
stellen lasse. Es ist nun noch zu zeigen, dass auch jedes Element, 
was sich in dieser Form darstellen lasse, Zwischenelement sei. Ist 
ein Element @ in der obigen Form dargestellt 
ova t+ be+ec+...., 

wo a, b, ¢,..-- positive Koefficienten sind; so hat die Summe aller 
auf aa folgenden Glieder zum Gewichte b -- c-+ ..., also eine po- 
sitive Zahl, ist also, wenn man die Koefficienten b, c,... mit b+c 
+... dividirt, und dann jene Summe mit b + c+... multiplicirt, 
als Produkt einer positiven Zahl in ein Element, was seinerseits 
wieder als Vielfachensumme von #, y,.... mit positiven Koefficien- 
ten erscheint, darstellbar, folglich liegt @ zwischen @ und einem 
Elemente, was als Vielfachensumme der folgenden Elemente mit 
positiven Koefficienten darstellbar ist, und da wir diesen Schluss 
fortsetzen kénnen bis zu den beiden letzten Elementen hin, und 
das als Vielfachensumme dieser letzten mit positiven Koefficienten 
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darstellbare Element ein zwischenliegendes ist, so folgt, dass @ 
selbst zwischen a, §, 7... liege; also ist der vorher ausgesprochene 
Satz erwiesen; auch ist klar, dass, wenn einer oder mehrere 
Koefficienten null werden, wahrend die iibrigen positiv bleiben, @ 
als Granzelement erscheint. 

§ 111. Betrachte ich nun auf der andern Seite das Produkt 
a.f.y.0..., dessen Ausweichung nach § 109 gleich [a]. [Ay]. 
[yd]... ist, und stelle das Ausdehnungsgebilde dar, was diesen 
Werth hat, und dadurch entsteht, dass das Element @ zuerst die 
Strecke [af] beschreibt, dann jedes so erzeugte Element die Strecke 
[By], dann jedes die Strecke [yd] beschreibt u. s. w., so ist klar, dass 
jedes solche Element (0) aus @ durch eine Aenderung von der Form 

p[«f] + 4 [6] + r[yd] +..--, 
wo p, q, vr... sammtlich positiv und kleiner als eins sind, hervor- 
geht, also der Gleichung 

[eo] =p [eA] + 4 [4] + rlyd] +... 

geniigt, und dass jenes Ausdehnungsgebilde ausserdem keine Elemente 
enthalt, indem die Werthe null und eins fiir jene Koefficienten (p, 
q, t,.--) Grinzelemente bedingen. Das Eckgebilde zwischen a, £, 
y, 0,... enthielt die Gesammtheit der Elemente, welche der Glei- 
chung 

o=aa+t b+ cy +rd+... 
mit positiven Werthen von a, 6, c, d,..., d. h. welche der Gleichung 

[ao] =b{aé] + clay] + d[{ad] +.... 
geniigen, wenn b, c, d,... positiv, und ihre Summe kleiner als eins 
ist. Setzen wir hier statt [@y] seinen Werth [af] + [fy], statt 
[ad] seinen Werth [@@] + [Sy] + [yd], u. s. w., so erhilt man 
fiir em Element o des Eckgebildes die Gleichung 
[ao] = 

= (bet of...) [eA] Heb ob...) [I O+.) Ge]-+.. 

=p[#p] + q[éy] + r[yé] +... 
mit der Bedingung, dass jeder friihere Koefficient grésser als der 
folgende, der erste kleiner als eins, der letzte grésser als null ist, 
also mit der Bedingung 

biSp > qi> ried; 

Es umfasst also das Eckgebilde nur einen Theil der Elemente, welche 
jenes dem Produkte a@.f.y.d... entsprechende Ausdehnungs- 
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gebilde enthalt, naimlich diejenigen, in denen die zuletat hinzuge- 
fiigte Bedingung erfiillt ist. Nun wollen wir jenes Eckgebilde vor- 
laufig mit [a, b, c....] bezeichnen, indem wir [af] mit a, [fy] 
mit b, [yd] mit e bezeichnen u. s. w., und verstehen also darunter 
die Gesammtheit der Elemente o, welche der Gleichung 

[ao] = pa + qb+re+... 
mit der Bedingung 

Lisp ay This. os SO 
gentigen. Als Griinzelemente erscheinen diejenigen, bei deren 
Darstellung in jener Form theilweise Gleichheit jener Gréssen 
(1, p, q, r,....0) eintritt. Nun leuchtet ein, wie jede andere 
Folge von a, b, ¢,... auch ein anderes Eckgebilde hervorruft, wel- 
ches mit dem ersteren kein inneres Element gemeinschaftlich hat, 
und wie die Gesammtheit der Elemente, welche die zu allen még- 
lichen Folgen von a, b, ¢,... gehérigen Eckgebilde enthalten, wenn 
man die Grinzelemente immer nur einmal setzt, das dem Produkte 
a.b.c... entsprechende Ausdehnungsgebilde selbst darstellt. In 
der That jedes Element dieses Ausdehnungsgebildes wird, wenn die 
Koefficienten p, q, r,... verschieden sind, nur in Einem der Kek- 
gebilde, aber auch gewiss in einem, vorkommen; und wenn diese 
Koefficienten theilweise gleich sind, so werden es Grénzelemente 
sein, die also nur einmal gesetzt werden sollten. Wir kénnen da- 
her, da auch die Eckgebilde kein Element enthalten, welches nicht 
in jenem Ausdehnungsgebilde enthalten wire, das letztere als Summe 
simmtlicher Eckgebilde, welche bei allen méglichen Folgen der 
Faktoren a, b, c.... eintreten, ansehen. 

Nun kénnen wir endlich zeigen, dass alle diese Eckgebilde, 
als Theile ihres Systems, einander gleich sind. Die Gleichheit 
zweier Theile eines Elementarsystems besteht im allgemeinsten 
Sinne darin, dass beide von dem in einfachem Sinne erzeugten 
Systeme von Elementen gleiche Gebiete umfassen, nimlich so, dass 
wechselseitig jedem Elemente des einen Gebietes ein, aber auch nur 
Kin Element des andern entspricht. 

Um dies bestimmter zu fassen, nehmen wir an, 4, b, c... seien 
entsprechende Aenderungen, d. h. solche, die aus den entsprechen- 
den Grundinderungen auf dieselbe Weise hervorgegangen seien, 
and durch sie werde das System von @ aus erzeugt, und zwar so, 
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dass je zwei Elemente, welche in einer der Richtungen a, b, c... 
an einander granzen, durch die dieser Richtung zugehérige Grund- 
anderung aus einander erzeugt seien. Dann ist klar, wie jedem 
Elemente des Eckgebildes (a, b, ¢,) ein, aber auch nur Kin Ele- 
ment eines Eckgebildes, in welcher die Strecken a, b, ¢... in 
anderer Ordnung vorkommen, entspricht. Denn wenn @ ein Ele- 
ment des ersten ist und [ao] als Vielfachensumme von a, b, c... 
dargestellt ist, so hat man sogleich das entsprechende Element des 
andern, wenn man in jener Vielfachensumme, ohne die Ordnung 
der Koefficienten zu andern, a, b, c... auf die Ordnung des zwei- 
ten Eckgebildes bringt. Folglich sind in der That, wenigstens in 
Bezug auf die angenommene Erzeugungsweise des Systems, alle 
jene Eckgebilde als Elementargréssen einander gleich. Aber schon 
aus der Art, wie wir in § 20 die Systeme von den Grundinderun- 
gen unabhingig gemacht haben, geht hervor, dass dasselbe auch 
gelten wird in Bezug auf jede andere einfache Erzeugungsweise des 
Systems; also sind jene Eckgebilde an sich gleich. Da sie nun 
insgesammt dem Produkte gleich waren, so werden wir sagen koén- 
nen, jedes derselben sei gleich dem Produkte dividirt durch eine 
Zahl, welche die Anzahl der verschiedenen Folgen ausdriickt, welche 
die n Faktoren a, b, ¢.... annehmen kénnen; diese Zahl nennen 
wir die Gefolgszahl aus n Elementen, und bezeichnen sie, wenn 
die Anzahl der Faktoren n ist, mit n!, setzen also das Eckgebilde 
seiner Ausdehnung nach gleich 
Bislba Gael « « *). 
n! i 

wir nennen diesen Werth die Ausdehnung des Produktes @.f.y...., 
d. h. die Ausdehnung der Elementargrésse. Es ist also 

»die Ausdehnung einer starren Elementargrésse gleich. ihrer 

Ausweichung, dividirt durch die zu der Stufenzahl dieser Aus- 

weichung gehérige Gefolgszahl.“ 

Namentlich ist, indem wir voraussetzen, dass zwei Elemente 
zwei Folgen zulassen, drei Elemente aber deren 6, die Ausdehnung 


*) Dass n! = 1.2.3...n sei, lehrt die Kombinationslehre; witirden wir 


« Covece 


p a. 
dies voraussetzen, so wiirden wir den Werth des Eckgebildes erhalteny—9 3 


§ 112 Die Ausdehnung einer Elementargrdsse. 159 


einer starren Elementargrésse dritter Stufe die Halfte ihrer Aus- 
weichung, und die Ausdehnung einer starren Elementargrisse vier- 
ter Stufe der sechste Theil ihrer Ausweichung*); und nehmen wir 
an, dass Hin Element nur Eine Anordnung zulasse, nimlich die, 
dass es eben gesetzt wird, und wenn kein’ Element da ist, auch 
Eine Anordnung méglich ist, namlich die, dass eben kein Element 
gesetzt wird, so folgt, dass fiir Elementargréssen erster und zwei- 
ter Stufe Ausdehnung und Ausweichung einander gleich sind. 

§ 112. Fiir die Elementargréssen erster Stufe ist die Aus- 
weichung oder Ausdehnung eine Zahlengrésse, nimlich dieselbe, 
die wir oben als ihr Gewicht bezeichneten. Es entsteht daher die 
Aufgabe fiir Elementargréssen hdherer Stufen die entsprechenden 
Satze abzuleiten, die wir fiir Elementargréssen erster Stufe in Be- 
zug auf ihr Gewicht aufstellten. Zunachst ergiebt sich, _, dass, 
wenn die Glieder einer Gleichung dasselbe Element @ als gemein- 
schaftlichen Faktor enthalten, wihrend der andere Faktor eines 
jeden Gliedes eine Ausdehnung ist, man jenes Element @ aus allen 
Gliedern weglassen kénne, ohne die Richtigkeit der Gleichung auf- 
zuheben. Die Richtigkeit dieses Satzes erhellt, wenn man in der 
vorausgesetzten Gleichung Hin Glied auf die linke Seite allein schafft, 
und die iibrigen in Ein Glied mit dem Faktor @ zusammenfasst, 
und also die Gleichung in der Form darstellt 

aA—=a(B+C-+...); 
da namlich nun die linke Seite eine starre Elementargrésse darstellt, 
die rechte also gleichfalls, so miissen die Ausweichungen auf bei- 
den Seiten gleich, also 
A=B+C+.... 

sein. Stellt man dann die Glieder dieser Gleichung wieder in der 
urspriinglichen Ordnung her, so hat man die Gleichung, deren 
Richtigkeit zu erweisen war. Wir kénnen die Summe der Aus- 
weichungen mehrerer Glieder, welche alle dasselbe Element @ als 
Faktor haben, auch dann, wenn diese Summe eine formelle Aus- 
dehnungsgrésse darstellt, die Ausweichung ihrer Summe nennen, 


*) Diese Resultate entsprechen den Sitzen der Geometrie, dass das 
Dreieck die Halfte ist des Parallelogramms von gleicher Grundseite und Hohe, 
und die dreiseitige Pyramide der 6-te Theil des Spathes, dessen Kanten drei 
gusammenstossenden Kanten der Pyramide gleich sind. 
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und dann den so eben erwiesenen Satz auch so ausdriicken: ,,In 
einer Gleichung, deren Glieder dasselbe Element @ als gemein- 
schaftlichen Faktor haben, kann man statt aller Glieder gleichzei- 
tig ihre Ausweichungen setzen, ohne die Richtigkeit der Gleichung 
aufzuheben.“  Vermittelst dieses Satzes ergiebt sich nun, dass, 
wenn man die Glieder irgend einer Gleichung alle mit demselben 
Elemente 0 multiplicirt, und statt jedes so gewonnenen Gliedes 
seine Ausweichung setzt, die Gleichung eine richtige bleibt. Wir 
verstehen nun dem vorigen Kapitel gemiiss unter der Abweichung 
einer Grésse B von einer andern A die Ausweichung des Produktes 
AB, und haben somit den Satz gewonnen, dass man in einer 
Gleichung statt aller Glieder gleichzeitig ihre Abweichungen von 
demselben Elemente @ setzen darf, oder einfacher ausgedriickt, 
dass gleiche Elementargréssen auch von demselben Elemente um 
Gleiches abweichen. MHierbei ist zu bemerken, wie aus der Defi- 
nition sogleich hervorgeht, dass die Abweichung einer Ausdehnung 
von einem Elemente stets dieser selbst gleich, also von dem Ele- 
mente ginzlich unabhingig ist. Stellen wir uns nun eine Glei- 
chung vor, deren Glieder theils starre Elementargréssen theils Aus- 
dehnungen sind, und in welcher jede der ersteren als Produkt 
eines Elementes in eine Ausdehnung, also in der Form @.A dar- 
gestellt ist: so verwandelt sich durch Multiplikation aller Glieder 
mit @ jenes Glied in @.a@.A oder in @.(@—o).A, weil man in 
jedem Faktor eines dusseren Produktes Stiicke hinzufiigen kann, 
' welche den andern Faktoren gleichartig sind, und da (a —@) eine 
Strecke, also (#— @).A eine Ausdehnung ist, so kann man nun den 
gemeinschaftlichen Faktor @ weglassen, und erhalt auf diese Weise 
die Abweichungsgleichung, welche somit aus der gegebenen da- 
durch hervorgeht, dass man von den Elementen der starren Ele- 
mentargréssen iiberall @ subtrahirt, und die Glieder, welche Aus- 
dehnungen darstellen, unverindert lisst. Subtrahirt man nun diese 
Gleichung von der gegebenen, so fallen die Ausdehnungsglieder 
weg, das Glied «A verwandelt sich in aA —(a—o).A, d. h. in 
o.A; d.h. statt der verschiedenen Elemente, welche mit den Aus- 
weichungen multiplicirt waren, tritt tiberall das Element @ ein; 
dies kann man nun weglassen nach dem vorigen §, und erhiilt so- 
mit eine Gleichung, welche aus der gegebenen dadurch hervorgeht, 
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dass man die Ausdehnungsglieder weglasst, statt der tibrigen aber 
ihre Ausweichungen setzt. Da nun die Ausweichung einer Summe 
von Elementargréssen als die Summe ihrer Ausweichungen definirt 
ist, worin zugleich liegt, dass die Ausweichung einer Ausdehnungs- 
grosse null ist, so kénnen wir einfacher sagen: 
»Gleiche Elementargréssen haben gleiche Ausweichungen“ oder 
»Hine Gleichung bleibt richtig, wenn man statt aller Glieder 
gleichzeitig ihre Ausweichungen setzt. “ 
Aus diesem Satze geht, wenn man die Ableitungsweise, durch welche 
er sich ergab, umkehrt, der umgekehrte Satz hervor: 
»4wei Elementargréssen, welche gleiche Ausweichungen haben, 
und von irgend einem Elemente @ um gleiche Grdéssen ab- 
weichen, sind einander gleich (und weichen auch von jedem 
andern Elemente um eine gleiche Grosse ab).“ 
Namlich sind 
ot, Ay—t-agAg+t...... +P und 
BiB state Barhiasay ards Qs 


wo die griechischen Buchstaben Elemente, die lateinischen Aus- 
dehnungsgréssen vorstellen, die beiden Elementargréssen, von denen 
wir voraussetzen, dass ihre Ausweichungen gleich sind, d. h. 

A, +A,+....=B,+B.-+..... 
ist, und dass ihre Abweichungen von irgend einem Elemente @ gleich 
sind, d. h. 


(% —@)- Ay (@2—@)- Age... 4iP 
(81 —@)- By + (62—e@). Bo+..... +; 


so erhalt man aus dieser letzten Gleichung, indem man die Klammern 
auflést, und bemerkt, dass nun die Glieder, welche @ enthalten, sich 
vermége der ersten Gleichung aufheben, die zu erweisende Gleichung 


a. Aya. Ag+..... +P 
&,-By+fy.Bo+..... +Q. 


Hine specielle Folgerung dieses Satzes ist die, ,,dass eine Elementar- 
grésse, deren Ausweichung null ist, einer Ausdehnungsgrisse gleich 
ist, und von allen Elementen um gleich viel, nimlich um eben diese 
Ausdehnungsgrésse abweicht.“ Denn wenn die Abweichung jener 


Elementargrésse von irgend einem Elemente @, welche Abweichung 
11 


gleich ist. 


gleich 
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immer nach der Definition eine Ausdehnungsgrosse darstellt, gleich 
P ist, so muss sie selbst gleich P sein, weil sie mit P gleiche Aus- 
weichung nimlich null hat, und beide von demselben Elemente @ um 
eine gleiche Grésse abweichen, denn die Abweichung jeder Aus- 
dehnungsgrésse von einem beliebigen Elemente ist eben diese 
Ausdehnungsgrésse selbst; also erfolgt jene Gleichheit nach dem so 
eben erwiesenen Satze, und daraus fliesst dann der andere Theil des 
zu erweisenden Satzes unmittelbar. 

§ 113. Wir wenden den Satz des vorigen § noch auf die 
Addition einer starren Elementargrisse (@ . A) und einer Ausdehnung 
(P) an. Ist A die Ausweichung der ersteren, so muss es auch, da 
die Ausweichung einer Ausdehnungsgrésse null ist, die der Summe 
sein; soll daher die Summe wiederum eine starre EHlementargrésse 
sein, so muss sie sich in der Form @.A darstellen lassen, und es 
wird dann £.A in der That der Summe gleich sein, wenn beide 
gleiche Abweichungen von irgend einem Elemente z. B. von @ dar- 
bieten ; die Abweichung der Grésse aA von @ ist aber null, also hat 
man als die einzige Bedingungsgleichung 

P= (8—a).A, 
d. h. 

,die Summe einer starren Elementargrésse und einer Aus- 
dehnungsgrésse ist nur dann wieder eine starre Elementar- 
grésse, wenn die Ausweichung der ersteren der letzteren unter- 
geordnet ist, und zwar ist die Summe dann diejenige Elementar- 
grésse, welche mit der ersteren gleiche Ausweichung hat, und 
von einem Elemente der ersteren um die letztere abweicht.“ 

§ 114. Nachdem wir nun die Erzeugung der Elementar- 
gréssen héherer Stufen aus denen der ersten durch Multiplikation 
und Addition dargestellt, und ihren Begriff durch Vergleichung mit 
den Elementargréssen erster Stufe und mit den Ausdehnungsgrissen 
der Anschauung niher geriickt haben, gehen wir jetzt zu den An- 
wendungen auf die Geometrie und Mechanik iiber, in welchen jene 
Begriffe sich anschaulich abbilden. Was zuerst die Geometrie betrifft, 
so ist klar, wie die gerade Linie und die Ebene als Elementarsysteme 
zweiter und dritter Stufe erscheinen. Der Raum selbst aber erscheint 
als Elementarsystem vierter Stufe, und erst hierdurch ist der Raum 
in seiner wahren Bedeutung dargestellt. Die starre Elementargrisse 
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lies sich am einfachsten als Produkt eines Elementes in eine Aus- 
dehnungsgrésse darstellen, welche wir die Ausweichung derselben 
nannten; und es erschien dieselbe als die an ihr Elementarsystem 
gebundene Ausweichung. Betrachten wir zuerst das Produkt (@.p) 
eines Punktes (@) in eine Strecke (p), so ist p die Ausweichung 
dieses Produktes, die gerade Linie, welche von @ in der Richtung 
der Strecke p gezogen wird, das Elementarsystem desselben, und 
das Produkt erscheint also als eine Strecke, welche einen Theil einer 
konstanten geraden Linie ausmacht, und an diese Linie gebunden 
bleibt. Wir nennen dies Produkt, da es einen Theil einer geraden 
Linie bildet, Liniengrésse, und fahren fort, die Strecke, welche an ihr 
erscheint, ihre Ausweichung zu nennen. Eben so stellt sich das 
Produkt (@.P) eines Punktes (@) in einen Flachenraum von kon- 
stanter Richtung als ein Flachenraum dar, welcher in einer konstanten 
Ebene liegt, nimlich in der durch jenen Punkt in der Richtung des 
Flachenraums gelegten Ebene; wir nennen jene Grésse, da sie einen 
Theil einer konstanten Ebene bildet, Ebenengrisse (vielleicht besser 
Plangrésse), und jenen Flaichenraum von konstanter Richtung ihre 
Ausweichung. Das Produkt endlich eines Punktes in einen Kérper- 
raum hat fiir die Geometrie, da der Raum ein Elementarsystem vierter 
Stufe ist, also jeder Kérperraum schon an sich an ihn gebunden ist, 
keine andere Bedeutung als dieser Kérperraum selbst. 

§ 115. Hieraus‘entwickelt sich nun leicht der Begriff eines 
Produktes von mehreren Punkten. Betrachtet man zuerst das Pro- 
dukt zweier Punkte @.f oder af, so ist das System, an welches es 
gebunden ist, die durch beide Punkte gezogene gerade Linie, und da 

a. P=a.(P—a) 
ist, so ist die Ausweichung dieses Produktes die Abweichung des 
zweiten Punktes von dem ersten, d. h. das Produkt zweier Punkte 
ist eine Liniengrésse, deren Linie durch jene beiden Punkte geht, 
und deren Ausweichung die von dem ersten an den zweiten gefiihrte 
Strecke ist. — Das Produkt dreier Punkte a@.f.y erscheint als 
Plangrésse, deren Ebene durch jene 3 Punkte geht; und da 
a. Piya. (P— a). (ye) =a. [af]. [ay] 

ist, so ist die Ausweichung derselben der Flachenraum eines Parallelo- 
gramms, was die Abweichungen der beiden letzten Punkte von dem 


ersten zu Seiten hat. Auch kénnen wir, da 
TAS 
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[ay] = [8] + [87] ist, 
[cf]. [ay] = [2A] [871 
setzen; also ist die Ausweichung das Produkt der stetig auf einander 
folgenden Strecken, welche die Punkte in der Reihenfolge, in welcher 
sie in dem Produkte auftreten, verbinden. Das Produkt von vier 
Punkten @.f.y.0 erscheint als ein Kérperraum, und zwar ist die 
Ausweichung desselben, da 
a.p.y.d=a.(8—a).(y—e@).(d—a) =a. [af]. [ay]. ad] 
ist, gleich dem Kérperraum eines Spathes, welches die Abweichungen 
der 3 letzten Punkte von dem ersten (in der gehérigen Reihenfolge 
genommen) zu Seiten hat; oder da 
[ey] =[«8] + [87] 
[2d] = [eA] + Fy] + [rv] 
ist, so ist auch, wenn man die den iibrigen Faktoren gleichartige 
Stiicke weglisst, 
[@A} . [ey] .[¢] = [eA] . [Ay] -79], a. bh. 
die Ausweichung des Produktes von vier Punkten ist gleich dem Produkte 
der stetig aufeinander folgenden Strecken, welche jene Punkte in der 
Reihenfolge, in welcher sie in jenem Produkte vorkommen, verbinden. 
Hierbei braucht man nicht hinzuzufiigen, dass diese Grésse als an den 
Raum gebunden zu betrachten ist, weil alle riumlichen Gréssen an ihn 
gebunden sind. Das Produkt von mehr als vier Punkten wird, da der 
Raum nur ein Elementarsystem vierter Stufe ist, stets null sein miissen. 
Sind die zu multiplicirenden Punkte noch mit Gewichten behaftet, so 
hat man nur das Produkt der einfachen Punkte noch mit dem Pro- 
dukte der Gewichte zu multipliciren, wodurch sich nur die Aus- 
weichung dndert. Viel einfacher gestaltet sich alles, wenn wir die 
Ausdehnung betrachten. Nach der Definition der inneren oder 
zwischen liegenden Elemente, deren Gesammtheit die Ausdehnung 
darstellt, ist die Ausdehnung des Produktes a.@.y gleich dem 
Flachenraum des Dreiecks, welches a, #, y zu Ecken hat, und die 
des Produktes @.$.y.d gleich dem Kérperraum der Pyramide, 
welche a, 6, y,d zu Ecken hat; und zugleich liegt in dem Satze, 
dass die Ausdehnung einer reinen Elementargriésse gleich ihrer Aus- 
weichung dividirt durch die zu der Stufenzahl dieser Ausweichung 
gehorige Gefolgszahl ist , dass das Dreieck die Halfte des Parallelo- 
gramms , und die dreiseitige Pyramide der 6te Theil des Spathes ist, 
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dessen Kanten mit dreien der Pyramide parallel sind. — Hierdurch 
ist also der Begriff emes Produktes von mehreren Elementargréssen 
erster Stufe fiir den Raum bestimmt; und wir sind dabei nur zu zwei 
neuen Gréssen, naémlich der Liniengrésse und der Plangrésse gelangt. 
Auch erhellt, wie das Produkt einer Liniengrésse in einen Punkt 
(oder eine Elementargrisse erster Stufe) allemal eine Plangroésse, das 
Produkt zweier Liniengréssen und das eines Punktes in eine Plan- 
grosse allemal einen Kérperraum liefert, dass diese Produkte aber 
null werden, wenn die Stufenzahlen der Faktoren zusammengenom- 
men grésser sind, als die des Elementarsystemes, in welchem sie liegen ; 
also z. B. das Produkt zweier Liniengréssen null wird, wenn sie in 
derselben Ebene liegen. Also auch hierdurch gelangen wir zu keinen 
andern Gréssen, als zu den beiden oben genannten. Hingegen ge- 
langen wir durch die Addition der Liniengréssen zu einer eigenthiim- 
lichen Summengrisse, welche besonders fiir die Statik von entschiedener 
Wichtigkeit ist. Wir zeigten oben (Kapitel ITI. des ersten Abschnittes), 
dass die Summe zweier Produkte n-ter Stufe nur dann wieder als ein 
Produkt n-ter Stufe erscheint, wenn jene beiden Produkte demselben 
Systeme (n-+-1)ter Stufe angehéren, hingegen eine formelle Summe, 
die wir Summengrésse nannten, liefert, wenn sie nur durch ein noch 
héheres System umfasst werden konnten. Der letztere Fall kann 
fiir den Raum, welcher als Elementarsystem vierter Stufe erscheint, 
nur eintreten, wenn Elementargrossen zweiter Stufe, d. h. Liniengrdssen 
addirt werden sollen, und diese nicht in Hiner Ebene liegen. Die nithere 
Erorterung dieses Falles behalte ich der Anwendung auf die Statik vor, 
in welcher diese Summengrisse eine selbststandige Bedeutung gewinnt. 

§ 116. Unter den zahlreichen Anwendungen, welche die 
Methode unserer Analyse auf die Geometrie verstattet, hebe ich hier 
nur diejenigen hervor, welche mir am gecignetsten erscheinen, um 
das Wesen jener Methode in ein helleres Licht zu setzen. Um die 
Beziehung zu der sonst tiblichen Koordinatenbestimmung hervor- 
treten zu lassen, will ich zuerst den Begriff der Richtsysteme auf die 
Auffassung des Raumes als eines Elementarsystemes tibertragen. 
Wir hatten im fiinften Kapitel des ersten Abschnittes den Begriff 
eines Richtsystemes fiir Ausdehnungseréssen aufgestellt, und demnichst 
fiir Elementargréssen festgesetzt, dass alle Definitionen, welche wir 
fiir Ausdehnungsgréssen aufgestellt hatten, auch auf jene tibertragen 
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werden sollen. Wiéhrend dort als Grundmasse Ausdehnungsgréssen 
erster Stufe auftraten, so werden hier Elementargrissen erster Stufe 
als Grundmasse auftreten, und dadurch ist dann die Bedeutung aller 
dort in § 87 und 88 aufgestellten Begriffe auch fiir Elementargréssen 
bestimmt, namentlich sind die Definitionen von Richtmassen , Richt- 
gebieten , Richtstiicken , Zeigern hier genau dieselben wie dort; nur 
die Richtgebiete erster Stufe, welche wir dort Richtaxen nannten, wer- 
den wir hier Richtelemente nennen miissen. Dabei will ich dann nur 
noch bemerken, dass, da auch die Strecken als Elementargréssen erster 
Stufe aufgefasst werden kiénnen, unter den Grundmassen beliebig viele 
als Strecken auftreten kiénnen, und nur wenn alle Grundmasse Strecken 
werden, erhalten wir das Richtsystem fiir Ausdehnungsgroéssen. Das- 
jenige Richtsystem, was diesem am nichsten steht, und dennoch zur 
Darstellung und Bestimmung der Elementargréssen hinreicht, ist das- 
jenige, in welchem Ein Grundmass ein Element ist, alle iibrigen aber 
Strecken darstellen, ein Richtsystem, was seiner Hinfachheit wegen 
besondere Auszeichnung verdient. 

§ 117. Wenden wir dies nun auf die Geometrie an, so er- 
scheinen fiir den Raum als ein Elementarsystem vierter Stufe vier 
von einander unabhingige Elementargriéssen erster Stufe als Grund- 
masse, welche zur Bestimmung hinreichen. Die Bedingung, dass sie 
von einander unabhingig sein sollen, sagt nur aus, dass sie nicht in 
Hiner Ebene liegen diirfen, und wenigstens eins von ihnen eine starre 
Elementargrésse sein muss (wihrend von den iibrigen beliebige auch 
Strecken sein diirfen). Nehmen wir vier starre Elementargrissen 
(d. h. vielfache Elemente) als Grundmasse an, so haben wir die von 
Mobius in seinem barycentrischen Kalkiil zu Grunde gelegte Art der 
Koordinatenbestimmung, welche mit der von Pliicker in seinem 
System der analytischen Geometrie dargestellten ihrem Wesen nach 
zusammenfallt. Als Richtgebiete zweiter Stufe erscheinen hier 6 
gerade Linien, welche je zwei der Richtelemente verbinden, und als 
Kanten einer Pyramide erscheinen, welche jene Richtelemente zu 
Ecken hat, als Richtgebiete dritter Stufe vier Ebenen, welche durch je 3 
der Richtelemente gelegt sind und als Seitenflichen jener Pyramide 
erscheinen ; und die Richtmasse zweiter und dritter Stufe stellen Theile 
jener Linien und Ebenen dar; das Richtmass vierter Stufe, welches 
hier das Hauptmass ist, stellt einen Korperraum dar. Jede Elementar- 
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grosse erster Stufe, mag sie nun eine starre Elementargrisse oder 
eine Strecke sein, kann im Raume als Vielfachensumme der vier 
Grundmasse dargestellt werden, jede Elementargrisse zweiter Stufe, 
mag sie nun eine Liniengriésse oder ein Flachenraum von konstanter 
Richtung, oder eine Summengrisse sein, kann als Summe von 6 
Liniengréssen dargestellt werden, welche den oben erwihnten 6 
Linien angehiren, kurz jede Griésse kann als Vielfachensumme der 
Richtmasse gleicher Stufe, oder als Summe von Stiicken, welche den 
Richtgebieten gleicher Stufe angehéren, dargestellt werden. Diese 
Richtsysteme, deren Grundmasse starre Elementargrossen, d. h. viel- 
fache Punkte sind, nennen wir mit Mobius barycentrische. Die 
einfachste Art der barycentrischen Richtsysteme ist die, bei welcher 
die Grundmasse blosse Punkte darstellen. Aber die barycentrischen 
Richtsysteme selbst erscheinen nur als eine besondere obwohl am 
weitesten reichende Art der allgemeinen Richtsysteme, welche aus 
vier beliebigen Elementargréssen erster Stufe bestehen. Denn wir 
zeigten, dass sich beliebig viele derselben bis auf eine in Strecken 
verwandeln kénnen, und erhalten so ausser dem genannten noch 
solche Richtsysteme, in welchen die Richtgebiete erster Stufe, theils 
Richtelemente, theils Richtaxen (konstante Richtungen) sind. 

Unter diesen heben wir besonders diejenige Art. der Richt- 
systeme hervor, welche ein Element und drei Strecken zu Grund- 
massen haben. Als Richtmasse zweiter Stufe treten hier auf eines- 
theils drei Liniengréssen, deren Linien durch das Richtelement gehen, 
und deren Ausweichungen die 3 andern Grundmasse sind ; andern- 
theils drei Fliichenriume von konstanter Richtung, welche durch die 
drei zwischen jenen 8 Strecken miglichen Spathecke (Parallelo- 
gramme) dargestellt werden; als Richtmasse dritter Stufe erscheinen 
einestheils Plangréssen, deren Ebenen durch das Richtelement gehen 
und deren Ausweichungen die Flichenriume jener 3 Spathecke sind, 
anderntheils ein als Ausdehnungsgrésse aufgefasster Koérperraum, 
welcher durch das aus jenen Strecken konstruirbare Spath dargestellt 
ist. Als Hauptmass endlich erscheint derselbe Kérperraum aufgefasst 
als Elementargriésse vierter Stufe. Die Systeme, welchen diese 
Richtmasse angehéren, bilden dann die zugehiérigen Richtgebiete. 

Die Richtstiicke eines Punktes in Bezug auf ein solches Richt- 
system sind nun einestheils das Richtelement, anderntheils drei 
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Strecken, welche den 3 Richtaxen parallel sind, und als Summe von 
solehen vier Richtstiicken wird jeder Punkt im Raume dargestellt 
werden kiénnen; die Abweichung eines Punktes im Raume vom 
Richtelemente wird daher nach diesem Richtsysteme durch Richt- 
stiicke von konstanter Richtung (durch Parallelkoordinaten) bestimmt, 
also ganz auf dieselbe Weise wie eine Ausdehnung tiberhaupt durch 
Richtsysteme, welche zur Bestimmung von Ausdehnungen dienen, 
bestimmt wird. 

$118. Indem wir nun alle diese Richtsysteme als besondere Arten 
eines allgemeinen Richtsystems, dessen vier Grundmasse Elementar- 
grdssen sind, darstellen: so haben wir damit einestheils die allgemeinste 
Koordinatenbestimmung gefunden, bei welcher die Ebene noch als 
Punktgebilde erster Ordnung erscheint, andererseits sind wir dadurch 
in den Stand gesetzt, das Verfahren, durch welches wir von einer 
Koordinatenbestimmung zu einer andern derselben Art iibergehen 
konnten, und welches wir in § 92 fiir Parallelkoordinaten darstellten, 
nicht nur auf jede Art der Richtsysteme anzuwenden, sondern auch 
es da eintreten zu lassen, wo aus einer Art der Koordinatenbestimmung 
zur andern tibergegangen werden soll, sobald beide nur jener von 
uns dargestellten allgemeineren Gattung angehéren. Namentlich 
kénnen wir danach unmittelbar die barycentrischen Gleichungen in 
Gleichungen zwischen Parallelkoordinaten umwandeln und umgekehrt, 
ohne dass wir noch irgend einer besonderen Vorschrift bedtirften. — 
Indem wir nun ferner den Begriff der Richtstiicke (Koordinaten) in 
einem allgemeineren Sinne auffassten, sofern wir auch Richtstiicke 
hdherer Ordnung annahmen, so reicht dieselbe allgemeine Art der 
Richtsysteme auch aus, um Elementargréssen héherer Stufen, nament- 
lich um Liniengréssen und Ebenengréssen zu bestimmen. LEhe wir 
die Bedeutung dieser Bestimmungen durehgehen, haben wir auf einen 
Unterschied zwischen der von uns angegebenen Bestimmungsweise 
und der sonst iiblichen aufmerksam zu machen und zu zeigen, wie 
dieser Unterschied ausgeglichen werden kénne. Niéamlich wir sind 
iiberall zu der Bestimmung von Elementargréssen, d. h. von Punkten 
mit zugehérigen Gewichten, von Liniengréssen und Ebenengréssen 
gelangt. Bei der Bestimmung durch Koordinaten kommt es aber 
nur auf die Bestimmung der Punkte, Linien und Ebenen ihrer Lage 
nach an, und dadurch erhalten wir bei unserer Betrachtungsweise 
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stets ein Richtstiick oder einen Zeiger mehr, als es bei jener Be- 
stimmung der Lage erforderlich ist. Dieser Unterschied lasst sich 
auf der Stelie ausgleichen, indem man bedenkt, dass wenn alle Richt- 
stiicke oder Zeiger einer Grisse mit derselben Zahlengrésse multipli- 
cirt oder dividirt werden, dadurch die Lage (das Elementarsystem) 
derselben nicht geindert wird. Man erhilt also sogleich die Anzahl 
der Zeiger um eins vermindert, wenn man die Richtstiicke (oder die 
Zeiger) mit einem der Zeiger jedesmal dividirt, und dadurch einen 
der Zeiger jedesmal auf eins bringt. Die so gewonnenen Zeiger 
geniigen dann jedesmal zur Bestimmung der Lage. Indem wir nun 
auf solche Weise z. B. die Lage einer Ebene durch ihre Zeiger be- 
stimmen, und zwischen den als veranderlich genommenen Zeigern 
eine Gleichung m-ten Grades aufstellen; so wird dadurch eine 
unendliche Menge von Ebenen bedingt, deren Zeiger jener Gleichung 
geniigen; und von allen diesen Ebenen wird eine Oberfliche umhiillt 
werden, von welcher ich spiiterhin zeigen werde, dass sie dieselbe sei, 
welche man als Oberfliche m-ter Klasse bezeichnet hat. Eben so 
fiihrt die Bestimmung der geraden Linie durch ihre Zeiger zu eigen- 
thiimlichen bisher nicht beachteten Gebilden, welche ich zuerst ge- 
legentlich in einer Abhandlung im Crelle’schen Journal der Be- 
trachtung unterworfen habe. *)**) Da die weitere Erérterung dieses 
Gegenstandes die Schranken dieses Werkes iiberschreiten wiirde, so 
will ich mich damit begniigen, hier noch die Gleichung fiir die 
gerade Linie und die Ebene, wie sie sich durch unsere Wissenschaft 
ergiebt, aufzustellen, und mit den sonst bekannten Gleichungen fiir 
dieselben in Beziehung zu setzen. 

§ 119. Die allgemeinste Aufgabe, die man sich hier stellen 
kann, ist die, die Gleichung einer Ebene, welche durch drei beliebige 
gegebene Punkte geht, oder die Gleichung einer Linie, welche durch 
zwei beliebige gegebene Punkte geht, aufzustellen. Es seien die ge- 
gebenen Punkte im ersten Falle a, @, y, im zweiten Falle a, 6, der 
veranderliche Punkt, welcher als Punkt jener Ebene oder dieser 


*) Crelle, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik B. XXIV. 

**) Diese Gebilde sind besonders seit Pliicker’s letztem Werke , Neue 
Geometrie des Raumes 1868“ vielfach von den ausgezeichnetsten Mathe- 
matikern bearbeitet worden und bilden den Hauptgegenstand der heutigen 
Liniengeometrie. (1877.) 
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Linie durch eine Gleichung zwischen ihm und den gegebenen Punkten 
bestimmt werden soll, sei 6, so hat man sogleich aus dem Begriffe 
eines Elementarsystems zweiter und dritter Stufe fiir den ersten Fall 
die Gleichung 
a.p.y.¢6=0, 
fiir den zweiten 
i. pa G==O; 
und durch diese Formeln, welche den griéssten Grad der Einfach- 
heit besitzen, ist die Aufgabe im allgemeinsten Sinne gelist. Will 
man dann aus Vorliebe fiir die gewohnliche Koordinatenbehandlung 
oder aus einem andern Grunde die entsprechenden Koordinaten- 
gleichungen aufstellen, so kann man, wenn man nur die Miihe des 
Niederschreibens dieser langgestreckten Formeln nicht scheut, die- 
selben unmittelbar aus jener einfachen Gleichung ableiten. Will 
man z. B. die Gleichung in Parallelkoordinaten darstellen, so hat 
man sich nur des am Schlusse des § 117 erwihnten Richtsystems 
zu bedienen. Bei diesem Richtsysteme wird jeder Punkt als Summe 
des Richtelements @ und einer Strecke dargestellt. Es sei 
a=o+p,P=et+py=e+pso=e+P, 
so hat man durch Substitution dieser Ausdriicke in die Gleichung 
der Ebene 
(@-+ Pr) -(@+ p2)- (@-+Ps)-(@-+P) =0, 
oder, indem man die Klammern auflést, und die Produkte, welche 
null werden*), weglisst, 

Q-P2-PsP +P1-0-P3-P—+p1-P2-0- p+ Pr-Po-Ps-0=0, 
oder, indem man mit gehériger Beobachtung des Vorzeichens @ tiber- 
all auf die erste Stelle bringt, und es dann nach § 112 wegliisst, 

(Po-P3-- Ps - Pa - Pi -P2)- P= Pa - Po + Ps- 
Um nun diese Gleichung in die Koordinaten-Gleichung zu verwan- 
deln, hat man nach § 89 nur statt jeder Strecke die Summe ihrer 
Richtstiicke zu setzen, es sei . 
p=x+t+y+z 
Pi = %41 + 1 + “4 
U. 8. W., 
wo x, y, z ete. die Richtstiicke darstellen, so hat man nun 


*) Das sind namlich alle die, welche 0 Sfter als einmal als Faktor ent- 
halten und das Produkt p, pop3p- 
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(a+ ya t+ 22) - (x3 ys 43)-(e-+y +2) 
+(3-+ys+2s)- (ty t4)-&+y+2 
+a + yi 41): Get ye+%)-aty+2) = 

(1b ya + 1) - 2+ Ya + 22)- (Ks ys +45). 

Nun hat man nur die Klammern aufzulésen, indem man beachtet, 
dass die ‘mit gleichen Buchstaben bezeichneten Richtstiicke parallel 
sind, und somit aus jedem Gliede nur sechs geltende Produkte zu je 
drei Faktoren hervorgehen, und hat dann die Faktoren der so ent- 
stehenden 24 Produkte mit Beobachtung der Zeichen so zu ordnen, 
dass die Buchstaben in jedem Produkte auf dieselbe Weise auf ein- 
ander folgen, und erhilt dann eine Gleichung, in welcher man statt 
der Richtstiicke die Zeiger setzen und sie dadurch zu einer arithme- 
tischen Gleichung machen kann, in welcher wiederum die Ordnung 
der Faktoren gleichgiiltig ist. Die Gleichung, welche man auf diese 
Weise gewinnt, ist, wenn man unter x, y, z etc. jetzt die Zeiger ver- 
steht; folgende : 

(Yo%3 — Ys 22+ Ys 41 — Yi 23 +-Y1 Z2 — Yo %) x 
} (2 X3 — 23 Xq—f 23 Xy — 2 Xg 24 Xo — Zo 4) Y 
+ (%2 Ys — X3 Yo Xs Ya — ¥1 V2 + ¥1 Y2 — X21) 2 

= X1 Yo%y — X V3 22 -f X3 V1 Zo — X3 Yo + X20 Y341 — Xo Yi Zs. 

Diese Gleichung, welche sich durch die gewoéhnliche Analyse 
nicht auf eine einfachere Form reduciren lasst, sagt, so weitlauftig 
sie auch erscheint, dennoch nichts weiter aus, als jene urspriingliche 
Gleichung 

Cap ofa 0 == (, 
und enthilt die kiirzeste Lisung des obigen Problems, welche auf 
dem Wege der Koordinaten méglich ist. Man sieht hier in einem 
recht schlagenden Beispiel den Vortheil unserer Methode, und die 
Formelverwickelungen, in die man hineingerath, sobald man diese 
Methode aufgiebt. 

§ 120. Indem ich die Darstellung der geometrischen Abschat- 
tung und Projektion, wie auch der verschiedenen Verwandtschafts- 
systeme einem spiteren Kapitel*), in welchem diese Begriffe in einem 
noch grésseren Umfange ans Licht treten werden, vorbehalte, so 
schreite ich nun zu den Anwendungen auf die Statik. Der Begriff 


*) Kap. IV dieses Abschnittes. 
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des Momentes tritt zuerst hier in seiner ganzen Einfachheit auf, wie 
auch der Begriff der Kraft erst hier eine Darstellung findet, indem 
wir die Kraft als Liniengrésse, also als Elementargrésse zweiter Stufe 
auffassen. Unter dem Moment einer Kraft af in Bezug auf einem 
Punkt @ verstanden wir oben das Produkt 


[ge] .[@A] oder (w — @).(B—a); 
multipliciren wir diesen Werth noch mit dem Elemente @, so erscheint 
das Moment als Ausweichung der so entstehenden Elementargrésse 
o.(a@—o).(@—a); diese ist aber nach dem bekannten Gesetz der 
dusseren Multiplikation gleich 


Q.a.8, 


somit kénnen wir das Moment in Bezug auf einen Punkt definiren 
als Ausweichung eines Produkts, dessen erster Faktor der Beziehungs- 
punkt und dessen zweiter Faktor die Kraft ist, oder als Abweichung 
der Kraft von dem Beziehungspunkte. Da nun jede Gleichung 
zwischen den Elementargréssen auch zwischen ihren Ausweichungen 
besteht, so wird auch jede Gleichung, welche zwischen jenen Produk- 
ten stattfindet, zwischen ihren Momenten gleichfalls stattfinden, obwohl 
nicht umgekehrt. 

Man kénnte daher selbst zweifelhaft sein, ob man nicht lieber 
jenes Produkt des Beziehungspunktes in die Kraft als Moment 
definiren , und was wir bisher als Moment fixirten, nur als Auswei- 
chung jener Grosse darstellen soll. — Doch behalten wir den fest- 
gestellten Begriff bei. Unter dem Moment einer Kraft ef in Bezug 
auf eine Axe @0 verstanden wir oben (§ 41) das Produkt 


[eo] . [ca]. [a] oder (o —e).(a—o).(6—a). 
Multipliciren wir dasselbe mit 0, so erhalten wir das Produkt 


CLOVE 5, 
dessen Ausweichung eben jenes Moment ist. Also erscheint das 
Moment einer Kraft in Bezug auf eine Axe als Ausweichung eines 
Produktes, dessen erster Faktor die Axe und dessen zweiter Faktor 
die Kraft ist, oder, einfacher ausgedriickt, als Abweichung der Kraft 
von der Axe. Da iibrigens eine Gleichung zwischen Elementar- 
grossen vierter Stufe im Raume als einem Elementarsystem vierter 
Stufe keine andere Bedeutung hat, als die Gleichung zwischen ihren 
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Ausweichungen, so kann man das Moment in Bezug auf eine Axe 
auch direkt als Produkt dieser Axe in die Kraft auffassen. *) 

§ 121. Es bietet sich auf diesem Punkte der Entwickelung 
eine Methode dar, durch welche wir alle Gesetze fiir das Gleichge- 
wicht fester Kérper ohne Voraussetzung aller friiher bewiesenen 
Sitze der Statik auf die einfachste Weise ableiten kénnen. Wir 
bediirfen dazu nur einestheils des Grundsatzes, ,dass 3 Kriifte 
welche auf einen Punkt wirken, dann und nur dann im Gleichge- 
wicht sind, wenn ihre Summe null ist,“ oder, indem wir zwei 
Krafte oder Kraftsysteme einander gleichwirkend nennen, wenn sie 
durch dieselben Kriifte aufgehoben werden kénnen, ,dass zwei 
Krafte , die auf einen Punkt wirken, der auf denselben Punkt wir- 
kenden Summe beider Kriifte gleichwirkend sind,“ anderntheils, 
ydass zwei Kriifte, welche auf einen festen Korper wirken, dann 
und nur dann im Gleichgewichte sind, wenn sie in derselben geraden 
Linie wirken und einander entgegengesetzt gleich sind.“ Hier- 
aus folgt sogleich, wenn wir den so eben aufgestellten Begriff des 
Gleichwirkens festhalten, ,dass zwei Krifte, welche auf einen festen 
Korper wirken, dann und nur dann einander gileichwirkend sind, 
wenn sie in derselben Linie wirken und einander gleich sind“ oder 
einfacher ausgedriickt, ,wenn sie als Liniengréssen einander gleich 
sind.“ Betrachten wir daher die Kriifte, welche auf feste Kérper 
wirken, als Liniengréssen, so zeigt sich sogleich, wie zwei Kriifte, 
deren Wirkungslinien sich schneiden, ihrer Summe gleichwirkend 
seien; denn ist @ dieser Durchschnittspunkt, so werden sich beide 
Krifte als Liniengréssen darstellen lassen, deren erster Faktor @& 
ist, sind dann «.p und @.q, wo p und q Strecken bedeuten, diese 
Krifte, so sind sie nach der ersten Voraussetzung gleichwirkend mit 
a.(p-+ q) oder mit «.p—+a.q, d. h. sie sind der Summe der 


*) Da der Name (statisches) Moment jetzt iiberfliissig erscheint, indem 
er durch den Namen der Abweichung vollkommen ersetzt wird, und sich 
dieser sogar noch leichter handhaben lisst, so wire es gewiss zweckmassig, 
wenn man den Namen Moment nur in dem Sinne gebrauchte, in welchem 
ihn z. B. La Grange in seiner mécanique analytique iiberall gebraucht, wo 
er von dem Moment ohne weitere Bestimmung redet, und wenn man das so- 
genannte statische Moment eben als Abweichung bezeichnete. Doch habe 
ich dies nicht ohne weiteres einfiihren wollen. 
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Krafte gleichwirkend, auch wenn die Krafte als Liniengréssen auf- 
gefasst werden. Sind die Krifte parallel, z. B. die eine gleich @.p, 
die andere gleich m@.p, wo p wiederum eine Strecke bedeutet, so 
kénnen wir die beiden gleichwirkende Kraft nach demselben Prin- 
cip nicht unmittelbar finden; nehmen wir daher zwei sich einander 
aufhebende Krifte zu Hiilfe, nimlich «.mf und mf.a@*), so sind 
jene beiden Kriafte gleichwirkend den vier Kraften 


a.p, e.mf,mPp.a, mf.p, 
von denen die beiden ersten, da sie auf denselben Punkt wirken, 
ihrer Summe gleichwirkend sein werden, und eben so die beiden 
letzten, und wir erhalten somit die beiden Krifte 


c.(p + mf), mB. (a + p) 
als den gegebenen Kriften gleichwirkend. Diese beiden Produkte 
kénnen wir, indem wir zu dem zweiten Faktor den ersten hinzu- 
addiren, wodurch nach den Gesetzen der dusseren Multiplikation 
der Werth des Produktes nicht geindert wird, auf einen gemein- 
schaftlichen Faktor bringen; nimlich es werden dann jene Krifte 
gleich 


a.(a + mf-+ p), m@.(a + mf -+ p). 
Wenn nun m nicht gleich —1 ist, so stellt der zweite Faktor einen 
vielfachen Punkt dar (mit dem Gewichte 1-++-m), beide Kriifte wir- 
ken dann auf einen Punkt, und sind somit ihrer Summe gleichwir- 
kend; diese Summe ist 


(a + mf). (@ + mf -+ p), 


d. h. sie ist gleich 


(@ + mA).p. 
Und so sind also die beiden Krafte a.p und mf@.p, wenn nicht m 
gleich —1, d. h. wenn nicht die Summe ihrer Ausweichungen null 
ist, Einer Kraft (« +- mf).p. d. h. ihrer Summe gleichwirkend. Da 
nun die Wirkungslinien zweier Krifte, die in Hiner Ebene liegen, 
sich entweder schneiden oder parallel laufen, so folgt iiberhaupt, 
dass zwei Krifte, welche in Hiner Ebene liegen, jedesmal, wenn 
ihre Ausweichungen nicht zur Summe null geben, Einer Kraft 


*) Beide heben einander auf, weil «.ms = — m6. « ist. 
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gleichwirkend sind, welche die Summe jener Krifte ist. Betrach- 
ten wir nun noch den Fall, den wir bisher ausschlossen, dass nim- 
lich die Ausweichungen beider Krafte zusammen null, d. h. beide 
Krafte als Strecken betrachtet, entgegengesetzt gleich sind, so leuch- 
tet ein, dass beide dann aber auch nur dann im Gleichgewicht sind, 
wenn sie in derselben Richtungslinie liegen, d. h. die Summe der 
Krafte selbst null ist. In diesem besonderen Falle kénnen wir also 
auch noch sagen, dass beide Krifte ihrer Summe gleichwirkend 
sind. Ks bleibt daher nur der Fall noch zu untersuchen, wo beide 
Krifte als Strecken zur Summe null geben, als Liniengréssen aber 
nieht. In diesem Falle nun ist nach der zweiten Voraussetzung nicht 
Gleichgewicht vorhanden; aber wir kénnen auch leicht zeigen, dass 
es dann keine geltende Kraft gebe, welche jenen beiden Kriften das 
Gleichgewicht halte. Denn aus den beiden Voraussetzungen, die 
wir zu Anfang dieses § aufstellten, geht hervor, dass die Auswei- 
chung der Gesammtkraft stets die Summe ist aus den Ausweichun- 
gen der einzelnen Krafte. Also miisste hier die Ausweichung der 
fraglichen Kraft null sein; d. h. diese Kraft selbst miisste null sein 
und die gegebenen Kriafte schon im Gleichgewichte stehen, was 
wider die Annahme ist. Somit haben wir in der That gezeigt, dass 
2 Kriifte, welche in parallelen, von einander getrennten Linien wirken, 
und als Strecken entgegengesetzt gleich sind, auf keine ihnen gleich- 
wirkende einzelne Kraft zuriickgefiihrt werden kénnen. Dieser Fall 
ist aber derselbe, in welchem die Krifte keine Liniengriésse als 
Summe darbieten, sondern eine Ausdehnung zweiter Stufe, in der 
That ist ap— fp gleich (2—f)p, was eine Ausdehnung zweiter 
Stufe darstellt. Um die Bedeutung dieses Falles ftir die Statik 
niher in’s Auge zu fassen, bemerken wir, dass das Gesammtmoment 
zweier solcher Krafte in Bezug auf alle Punkte im Raume, d. h. 
die Gesammtabweichung derselben von allen Punkten eine kon- 
stante Grésse ist. In der That, da die gesammte Abweichung 
gleich der Abweichung der Summe ist, die Summe aber hier eine 
Ausdehnung zweiter Stufe ist, und die Abweichung einer Ausdeh- 
nung immer dieser selbst gleich ist, so folgt, dass die Gesammt- 
abweichung jener beiden Krifte von jedem beliebigen Punkte, der 
Summe dieser beiden Kriifte selbst gleich ist, also konstant bleibt, 
sobald diese Summe es bleibt. Wir sagen daher, es seien beide 
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Kriifte diesem Moment, welches durch ihre Summe dargestellt wird, 
gleichwirkend*). Somit kénnen wir nun den Satz aufstellen: 

»Zwei oder mehrere Krifte, welche in Einer Ebene wirken, 

sind ihrer Summe gleichwirkend.“ 

Nimlich von zwei Kriften lasst sich dies sogleich auf beliebig viele 
iibertragen. 

§ 122. Gehen wir zur Betrachtung der Krafte im Raume 
iiber, so haben wir daran zu erinnern, dass die Addition von Krét- 
ten als Elementargréssen zweiter Stufe nur dann eine reale Bedeu- 
tung hat, wenn dieselben in Einer Ebene als einem Systeme dritter 
Stufe liegen, hingegen eine bloss formelle Bedeutung gewinnt, wenn 
dies nicht der Fall ist. Vermdége dieser formellen Bedeutung wur- 
den zwei solche Summen einander gleich gesetzt, wenn sie durch 
Anwendung der realen Addition und der allgemeinen additiven Ver- 
kniipfungsgesetze sich auf denselben Ausdruck zuriickfiihren lassen. 
Betrachten wir nun zwei solche Summen von Kriften im Raume, 
welche sich auf diese Weise auf denselben Ausdruck zuriickfiihren 
lassen, und bedenken, dass bei der realen Addition, weil dabei die 
Krifte in Einer Ebene liegen, die Summe der Krifte jedesmal der 
Gesammtheit der einzelnen Krifte, welche ihre Stiicke bilden, gleich- 
wirkend sei: so folgt, dass bei jener Umwandlung der formellen 
Summe in eine ihr gleiche, jedesmal die Krifte, welche diese 
Summe bilden, einander gleichwirkend bleiben, also ,dass zwei 
Vereine von Kraften, welche gleiche Summe darbieten, allemal ein- 
ander gleichwirkend sind“, also auch, ,,dass eine Reihe von Kriif- 
ten, deren Summe null ist, im Gleichgewicht ist“. Nun kénnen 
wir ferner jede Summe von Kriften auf Eine Kraft, deren Angriffs- 
punkt willkiihrlich ist, und Ein Moment, oder auch auf zwei Kriifte 
zuriickfiihren; in der That setzen wir die Summe mehrerer Kriifte 
gleich 

op -- M, 
wo @ ein Element, p eine Strecke, ap also eine Kraft, M aber eine 


*) Hs ist dies also als eine Erweiterung des Begriffs des Gleichwirkens 
anzusehen, indem das Moment selbst als eine eigenthtimliche Kraftgrésse 
aufgefasst ist, welche mit andern Kriaften zusammenwirken kann; dadurch 


ist die in der Statik so wichtige Theorie der Kriftepaare in ihrem wahren 
Gesichtspunkte aufgefasst. 
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Ausdehnung zweiter Stufe, also ein Moment darstellt: so werden 
nach den oben dargestellten Sitzen beide Ausdriicke dann und nur 
dann gleich sein, wenn sie gleiche Ausweichung und von irgend. 
einem Elemente z. B. @ gleiche Abweichung haben; es muss also 
dann p gleich der Summe aller Ausweichungen, welche die einzel- 
nen Krifte darbieten, und M gleich der Summe aller Abweichun- 
gen von dem Elemente @ sein; da aber beide Summen stets real 
sind, die erste als Summe von Strecken, die letzte als Summe von 
Ausdehnungsgréssen zweiter Stufe in einem Systeme dritter Stufe, so 
lasst sich jene Reihe von Kriiften allemal auf die angegebene Form 
bringen , und zwar ist @ willkiihrlich, dann aber p und M bestimmt. 
Kann man nun jene Kraftsumme auf den Ausdruck ep + M brin- 
gen, so kann man sie auch auf die Summe zweier Krifte bringen ; 
ist z. B. M gleich rs, so kann man von dem Gliede ap das Glied 
as subtrahiren und dasselbe Glied zu M addiren, ohne den Werth 
der Summe zu dndern, und erhilt so 
@.p + Me (p—s) + (@ +2).5, 

wo die rechte Seite zwei Krifte darstellt. Da endlich zwei Ver- 
eine von Kraften, welche gleiche Summen haben, einander gleich- 
wirkend sind, wie wir oben zeigten, so hat man den Satz, ,,dass 
sich jede Reihe von Kriften im Raume auf zwei Krifte oder auf 
eine Kraft und ein Moment zuriickfiihren lassen, welche ihnen 
gleichwirkend sind und dieselbe Summe liefern, wie jene Kriifte.“ 
‘Hieran schliesst sich sogleich die Folgerung, ,,dass mehrere Krifte 
auch nur dann im Gleichgewicht sind, wenn ihre Summe null 
ist“; denn auf zwei ihnen gleichwirkende Krifte, welche auch die- 
selbe Summe liefern, lassen sie sich zuriickfiihren, aber zwei Kriifte 
sind nach der zweiten Voraussetzung nur dann im Gleichgewichte, 
wenn ihre Summe null ist, alsdann wird aber auch die Summe der 
gegebenen Krifte, da sie dieselbe ist, null sein; also ist jener Satz 
bewiesen. Wenn nun zwei Vereine von Kriften einander gleich- 
wirkend sind, so mtissen die des einen Vereins mit den entgegen- 
gesetzt genommenen Kriften des andern (nach der Definition des 
Gleichwirkens) zusammengesetzt Gleichgewicht geben, d. h. nach 
dem vorigen Satze ihre Summe muss null sein, also miissen dann 
die Krifte des einen Vereins dieselbe Summe liefern, wie die des 


andern, somit haben wir bewiesen, ,dass zwei Vereine gleichwir- 
12 
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kender Krifte nothwendig gleiche Summen liefern.“ Fassen wir 
diesen Satz mit dem umgekehrten, den wir vorher bewiesen haben, 
zusammen, so erhalten wir den Satz: 

,Dass zwei Vereine von Kriften dann und nur dann einander 

gleichwirkend sind, wenn sie gleiche Summen liefern.“ 

Dieser Satz berechtigt uns die Gesammtwirkung mehrerer Krifte 
als die Wirkung ihrer Summe aufzufassen, auch dann, wenn diese 
Summe sich nicht mehr als einzelne Kraft darstellen lasst ; wir haben 
somit den allgemeinen Satz : 

Zwei oder mehrere Krifte sind ihrer Summe gleichwirkend, 

und sind nur dann im Gleichgewichte, wenn ihre Summe null ist. “ 
Dieser Satz umfasst alle friiheren, und erscheint als deren End- 
resultat. 

§ 123. Dass nun zwei Vereine gleichwirkender Krafte in Be- 
zug auf jeden Punkt und jede Axe gleiches Gesammtmoment 
haben, dass zwei Vereine von Kriften, welche gleiche Gesammtaus- 
weichung und in Bezug auf irgend einen Punkt gleiches Moment 
haben, einander gleichwirkend sind, und in Bezug auf jeden Punkt 
und jede Axe gleiches Moment haben, sind jetzt, nachdem wir einen 
Verein von Kriften als ihrer Summe gleichwirkend dargestellt 
haben, nur andere Ausdrucksweisen der von uns in der abstrakten 
Wissenschaft aufgestellten Satze. — Wir halten uns daher mit der 
Ableitung jener statischen Gesetze nicht weiter auf, und wollen 
statt dessen einen allgemeinern Satz iiber die Theorie der Mo- 
mente aufstellen, welcher alle Sitze, die man bisher iiber diese 
Theorie aufgestellt hat, an Allgemeinheit weit tibertrifft , und den- 
noch durch unsere Analyse sich auf’s einfachste ergiebt. Um die- 
sen Satz sogleich in einer leichtfasslichen Form zu geben, will 
ich einen neuen Begriff einfiihren, welcher fiir die Betrachtung der 
Verwandtschaftsbeziehungen iiberhaupt von der gréssten Wichtig- 
keit ist. Namlich ich sage, dass ein Verein von Gréssen in der- 
selben Zahlenrelation stehe, wie ein anderer Verein entsprechen- 
der Gréssen, wenn jede Gleichheit, welche zwischen den Viel- 
fachensummen aus den Grdéssen des letzten Vereins stattfindet, auch 
bestehen bleibt, wenn man statt dieser Gréssen die entsprechen- 
den des ersten Vereins setzt. Der Satz, den wir hier beweisen 
wollen, lasst sich nun in der Form darstellen: 
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,Die Gesammtmomente eines Kriftevereins in Bezug auf ver- 

schiedene Punkte oder Axen stehen in derselben Zahlenrela- 

tion, wie diese Punkte oder Axen“. 
Denn ist S die Summe des Kriiftevereins, so ist das Gesammtmoment 
desselben in Bezug auf irgend eine Grésse A (sei dieselbe nun ein 
Punkt oder eine Axe) gleich der Ausweichung des Produktes AS; 
sind nun verschiedene Beziehungsgréssen A, B,.... gegeben, und 
herrscht zwischen denselben eine Zahlenrelation, welche sich in der 
Form 

aA + bB-+....=0, 
wo a, 6... Zahlengréssen sind, darstellen lasst, so wird auch, wenn 
man mit § multiplicirt, 
gAS+ bBS-+..... =0 

sein; diese Gleichung bleibt nun auch nach § 112 bestehen, wenn 
man statt der Produkte AS etc. ihre Ausweichungen, d. h. die Mo- 
mente von S in Bezug auf jene Grossen setzt; also stehen diese 
Momente in derselben Zahlenrelation, wie die Beziehungsgréssen. 

Vermittelst dieses Satzes kénnen wir also aus den Momenten in 
Bezug auf zwei Punkte das Moment in Bezug aufjeden andern Punkt 
derselben geraden Linie finden, und ebenso aus den Momenten in 
Bezug auf drei Punkte, die nicht in Einer geraden Linie liegen, das 
jedem andern Punkte derselben Ebene zugehorige, aus den Momenten 
in Bezug auf vier Punkte, die nicht in Hiner Ebene liegen, das jedem 
andern Punkte des Raumes zugehorige, ferner aus den Momenten in 
Bezug auf zwei Axen, die sich schneiden, das Moment in Bezug auf 
jede andere durch denselben Punkt gehende und in derselben Ebene 
liegende Axe, aus den Momenten in Bezug auf drei Axen derselben 
Ebene, welche nicht durch Hinen Punkt gehen, das jeder andern Axe 
derselben Ebene, und iiberhaupt aus den Momenten in Bezug auf 
eine Reihe von Axen, welche in keiner Zahlenrelation zu einander 
stehen, das Moment in Bezug auf jede Axe, welche zu ihnen in 
bestimmter Zahlenrelation steht. 

§ 124. Ich schliesse diese Anwendung mit der Lisung der 
Aufgabe, die Bedingungsgleichung zu finden, welche bestehen muss, 
wenn ein System von Kriften einer einzelnen Kraft oder einem 
Moment gleichwirkend sein soll. 


In beiden Fallen wird die Summe der Kriafte S als Produkt 
12* 
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zweier Elementargrossen erster Stufe dargestellt werden kénnen, und 
daraus folgt fiir diesen Fall sogleich die Gleichung 

5.50, 
eine Gleichung, welcher nie geniigt wird, wenn S eine formelle 
Summe darstellt; denn dann lisst sich S als Summe zweier Kriafte 
darstellen, welche nicht in derselben Ebene liegen; es seien dies 
A und B, also 

S=A-+B, 
so ist 
S.S=(A-+ B).(A-+B) 

= 2 AB, 
weil nimlich A.A und B.B null sind, A.B aber gleich B.A ist*); 
da nun A und B nicht derselben Ebene angehéren, so kann auch A.B 
nicht null sein, also ist jene Gleichung 

§.S=0 
die nothwendige, aber auch ausreichende Bedingungsgleichung fiir 
den Fall, dass S eine einzelne Kraft oder ein einzelnes Moment dar- 
stellen soll; und zwar wird sie ein Moment darstellen, wenn die Aus- 


weichung von § null ist, im entgegengesetzten Falle eine Kraft von 
geltendem Werthe. Ist 


S=A+B+4C+..., 


S.S—2AB-++2AC+ ABC-+...., 

also gleich der Summe aus den Produkten zu zwei Faktoren, die sich 

aus den Stiicken bilden lassen**). Daraus folgen sogleich die Siitze: 
, Win Verein von Kriften ist dann und nur dann einer einzelnen 
Kraft oder einem einzelnen Moment gleichwirkend, wenn die 
Summe der Produkté zu zwei Faktoren, welche sich aus den 
Kriften bilden lassen, null ist.“ 

Ferner 


so wird 


»Zwei Vereine von Kriften kénnen nur dann einander gleich- 
wirkend sein, wenn die Produkte zu zwei Faktoren, welche sich 


*) Namlich weil A und B Gréssen zweiter also gerader Stufe sind, welche 
sich nach § 55 ohne Zeichenwechsel vertauschen lassen. 
**) Ndmlich gleich der einfachen Summe, wenn man die Produkte AB 
und BA als verschieden gebildete betrachtet. 
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aus den Kraften des einen Vereins bilden lassen, gleiche Summe 

liefern wie die aus den Kriiften des andern gebildeten. “ 

Diese Satze bleiben auch noch bestehen, wenn man statt der 
Produkte zweier Krifte tiberall ihre sechsten Theile, nimlich die 
Pyramiden, welche die Krifte zu gegeniiberliegenden Kanten haben, 
einfiihrt. 


Drittes Kapitel. 


Das eingewandte Produkt?*). 


§ 125. Der Begriff des Produktes als eines ausseren bestand 
darin, dass jedes Stiick eines Faktors, welches von dem andern 
Faktor abhaingig war, ohne Werthinderung des Produktes wegge- 
lassen werden konnte, worin zugleich lag, dass das Produkt zweier 
abhangiger Gréssen null sei. Reale Gréssen, d. h. solche, die sich 
als Produkte aus lauter einfachen Faktoren darstellen lassen, wurden 
dann ,,von einander unabhingig“ genannt, wenn jeder einzelne Faktor 
derselben ganz ausserhalb desjenigen Systems lag, was durch die 
tibrigen Faktoren bestimmt war, oder, mehr abstrakt ausgedriickt, 
wenn keine Grosse, die dem Systeme von einer der Gréssen angehdrt, 
zugleich dem durch die simmtlichen iibrigen bestimmten. Systeme 
angehért. Da nun diese Bestimmung, welche das Produkt als ein 
ausseres charakterisirt, nicht in dem Begriffe des Produktes an sich 
liegt, so muss es méglich sein, den allgemeinen Begriff des Produktes 
festzuhalten, und doch jene Bestimmung aufzugeben, oder durch 
eine andere zu ersetzen. Um nun diese neue Bestimmung aufzu- 
finden, miissen wir, da nach ihr auch das Produkt zweier abhangiger 
Gréssen soll einen geltenden Werth haben kinnen, die verschiedenen 
Grade der Abhingigkeit untersuchen. Wenn zwei Systeme héherer 
Stufen tiberhaupt von einander abhingig sind, so wird es Gréssen 
geben, welche beiden zugleich angehéren. Da nun jedes System, 
welches gewisse Gréssen enthilt, auch simmtliche von ihnen ab- 
hingige Grossen, d. h. das ganze durch sie bestimmte System, also 
auch das aussere Produkt jener Gréssen, enthalten muss, so folgt, 


*) Vergl. zu diesem Kapitel den zweiten Anhang. (1877.) 
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dass Systeme, welche gewisse Grdssen gemeinschaftlich enthalten, 
auch das ganze durch diese Gréssen bestimmte System , also auch 
das dussere Produkt derselben, gemeinschaftlich enthalten werden ; 
nach der Stufenzahl dieses gemeinschaftlichen Systemes wird nun 
auch der Grad der Abhingigkeit bestimmt werden kénnen, und wir 
werden sagen kiénnen, zwei Systeme seien im m-ten Grade von ein- 
ander abhingig, wenn sie ein System m-ter Stufe gemeinschaftlich 
enthalten, und eben so zwei reale Gréssen seien im m-ten Grade von 
einander abhingig, wenn die durch sie bestimmten Systeme es sind, 
oder wenn sie sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor m-ter Stufe 
bringen lassen (und auf keinen héheren). Dies letztere naimlich 
folgt aus dem Vorhergehenden, da nach § 47 jede Grosse, welche 
dem durch eine andere Grésse bestimmten Systeme angehért, auch 
als Faktor der letzteren angesehen werden kann*). Jedem Grade 
der Abhingigkeit nun entspricht eine Art der Multiplikation, wir 
fassen alle diese Arten der Multiplikation unter dem Namen der 
eingewandten Multiplikation zusammen, und verstehen ins Be- 
sondere unter dem eingewandten Produkt m-ter Stufe dasjenige, in 
welchem ohne Werthinderung desselben in jedem Faktor nur ein 
solches Stiick weggelassen werden kann, welches von dem andern 
Faktor in einem héheren, als dem m-ten Grade abhingig ist; und 
zwar nennen wir das eingewandte Produkt m-ter Stufe ein reales, 
wenn die Faktoren wenigstens im m-ten Grade von einander ab- 
hingen, hingegen ein formales, wenn in einem niederen**). Der 
Werth des eingewandten Produktes besteht dann eben in demjenigen, 
was bei jenen verstatteten Aenderungen konstant bleibt. Nur das 
reale Produkt ist es jedoch, was wir hier der Betrachtung unter- 
werfen, indem das formale eine andere Behandlungs- und Bezeichnungs- 
weise erfordert, und es iiberdies von viel geringerer Bedeutung ist. 
Das reale eingewandte Produkt hat nun entweder einen geltenden 
Werth, oder es ist null, und zwar wird es nicht nur, wie jedes 
Produkt, null, wenn ein Faktor es wird, sondern auch, wenn die 


*) Von den unabhingigen Gréssen wiirden wir also sagen kénnen, sie 
seien im null-ten Grade, d. h. eben gar nicht abhiingig von einander. 
**) Der formale Begriff des eingewandten (regressiven) Produktes ist 
in der Ausdehnungslehre von 1862 als unfruchtbar aufgegeben und dadurch 
die ganze Sache vereinfacht worden, (1877.) 
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beiden Faktoren in einem héheren Grade von einander abhangen, 
aly die Stufe der eingewandten Multiplikation betriigt. Namlich dies 
letztere folgt daraus, dass man dann einen Faktor als Summe 
betrachten kann, deren eines Stiick null, und deren anderes er selbst 
ist, und dass man dann nach der vorhergehenden Definition dies 
Stiick weelassen darf, wodurch das Produkt gleich null erscheint. 

§ 126. Um die Bedeutung des realen eingewandten Produktes 
darlegen zu kénnen, haben wir das Nullwerden desselben abhingig 
zu machen von dem Systeme, welchem beide Faktoren angehdren, 
wiihrend wir es bisher von dem gemeinschaftlichen Systeme beider 
Faktoren oder von dem Grade ihrer gegenseitigen Abhingigkeit bedingt 
sein liessen. 

Wir stellen uns zu dem Ende die Aufgabe: ,, Wenn das zweien 
Gréssen gemeinschaftliche System gegeben ist, das sie zunichst 
umfassende System, d. h. das niedrigste*) System, welchem beide 
zugleich angehéren, 2u finden.“ Wir erinnern hierbei daran, dass 
eine Grisse einem Systeme dann und nur dann angehért, wenn sie 
einer andern Grosse, die dies System darstellt, untergeordnet ist, 
d. h. sich dieselbe als tiusserer Faktor dieser letzteren Grisse dar- 
stellen lisst. Wenn daher A und B die beiden Grossen sind, und 
C ihr gemeinschaftliches System darstellt, so wird sich C als dus- 
serer Faktor sowohl von A als von B darstellen lassen, also z. B. 
B auf die Form CD gebracht werden kénnen. Indem wir C als das 
gemeinschaftliche System fiir A und B setzen, so meinen wir damit 
nach dem vorigen §, dass C alle Gréssen in sich enthalte, welche 
dem A und B gemeinschaftlich angehéren, aber auch keine andern. 
Daraus folgt, dass D keine Grésse mit A gemeinschaftlich haben 
kann, weil sonst auch CD, d. h. B noch Gréssen mit A gemeinschaft- 
lich haben wiirde, welche nicht dem Systeme von C angehdrten, 
wider die Annahme. Da nun hiernach A und D von einander unab- 
hangig sind, das Produkt AD also als tiusseres einen geltenden Werth 
hat, so werden zuerst beide Gréssen A und B diesem Produkte 
AD untergeordnet sein, indem A unmittelbar als ausserer Faktor 
desselben erscheint, yon den beiden Faktoren der Grosse B oder 
CD aber der eine C in A enthalten ist, der andere unmittelbar in 


*) Darunter ist natiirlich das System, was die kleinste Stufenzahl hat, 


zu verstehen. 
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jenem Produkte AD erscheint, also auch B selbst als dusserer Fak- 
tor dieses Produktes darstellbar ist. Dass es aber keine Grosse von 
niederer Stufe giebt, welcher beide Gréssen A und B untergeordnet 
sind, folgt sogleich, da eine solche Grésse sowohl A als D zu dusseren 
Faktoren haben muss, -also, da beide von einander unabhingig sind, 
auch ihr Produkt AD (§ 125) als dusseren Faktor enthalten muss. 
Also stellt AD das jene Gréssen A und B zuniichst umfassende System 
dar, und die Aufgabe ist gelést. Hierin liegt der Satz: 

Wenn zwei Gréssen A und B als héchsten gemeinschaftlichen 

Faktor eine Grésse C haben, und man setzt eine derselben 

z. B. B, gleich dem dusseren Produkt CD, so stellt das Produkt 

der andern in die Grésse D, nimlich das Produkt AD, das nichst 

umfassende System dar.“ ; 

Bezeichnen wir die Stufenzahlen der vier Gréssen A, B, C, D 
mit den entsprechenden kleinen Buchstaben, die des nichstumfassen- 
den Systemes mit u, so haben wir u gleich a +- d, oder da B—=CD, 
also b==c + d ist, 

u=a-+b—ce; oder 


u+c=a-+b, oder 
c=a+tb—u, 

d. h. 
,Die Stufenzahlen zweier Gréssen sind zusammengenommen 
eben so gross, als die Stufenzahl des ihnen gemeinschaftlichen 
Systemes und die des sie zunaichst umfassenden zusammenge- 
nommen. “ 

oder 
,aus der Stufenzahl des gemeinschaftlichen Systems zweier 
Gréssen findet man die des nichstumfassenden, indem man jene 
von der Summe der Stufenzahlen, welche jenen einzelnen Griéssen 
zugehoren, subtrahirt ;“ 

oder 
,aus der Stufenzahl des zwei Gréssen zuniichst umfassenden 
Systemes findet man die des gemeinschaftlichen durch Sub- 
traktion der ersteren von der Summe der Stufenzahlen beider 
Grossen. “ 


In der letzten Form ist dieser allgemeine Satz besonders fiir die 


§ 127 Das gemeinschaftliche und das nichstumfassende System. 185 


Anwendung bequem, wie sich leicht zeigt, wenn man ihn auf die 
Geometrie zu iibertragen versucht. *) 

§ 127. Ks hatte nach § 125 ein eingewandtes Produkt zweier 
geltenden Werthe dann und nur dann wiederum einen geltenden 
realen Werth, wenn die Stufe des ihnen gemeinschaftlichen Systems 
gleich war der Stufe der eingewandten Multiplikation, oder mit An- 
wendung des im vorigen Paragraphen bewiesenen Gesetzes, wenn die 
Stufe des nichstumfassenden Systemes und die der eingewandten 
Multiplikation zusammen gleich der Stufensumme beider Faktoren 
sind. Nennen wir nun im Allgemeinen diejenige Zahl, welche die 
Stufe der eingewandten Multiplikation zur Stufensumme beider Fak- 
toren erginzt die Beziehungszahl des eingewandten Produktes 
oder der eingewandten Multiplikation, so folgt, dass das eingewandte 
Produkt zweier geltenden Werthe nur dann und immer dann einen 
geltenden, realen Werth liefert, wenn die Stufe des nichstumfassen- 
den Systemes gleich der Beziehungszahl des Produktes ist. Wurde 
die Stufenzahl des gemeinschaftlichen Systemes grésser als die Stufe 
der eingewandten Muitiplikation, so wurde das Produkt nach § 125 
null, wurde sie kleiner, so erhielt das Produkt einen bloss formalen 
Werth. Bleiben nun die Stufen beider Faktoren dieselben, so wird, 
wenn die Stufe des gemeinschaftlichen Systemes wichst, die des 
nichstumfassenden Systemes abnehmen und umgekehrt, weil beide 
eine konstante Summe haben, nimlich die Stufensumme beider Fak- 
toren. Daraus folgt, dass ein eingewandtes Produkt zweier geltender 
Werthe null wird, wenn die Stufe des sie zunichst umfassenden 


*) Betrachte ich z. B. die Ebene als das nichstumfassende System zweier 
Linien, so wird, da jene als Elementarsystem von dritter, diese von zweiter 
Stufe sind, das gemeinschaftliche System von (2 -+ 2— 8)ter, d. h. von erster 
Stufe sein, und somit entweder durch einen Punkt oder durch eine Richtung 
dargestellt sein. Somit haben wir dann den Satz: , Zwei g. L., welche in der- 
selben Ebene liegen, ohne zusammenzufallen, schneiden sich entweder in 
Einem Punkte oder laufen parallel.“ Wird der Raum als nichstumfassendes 
System gedacht, so haben wir die Satze: ,Zwei Ebenen, welche nicht zu- 
sammenfallen, schneiden sich entweder in einer g. L., oder liegen einander 
parallel,“ ,eine Linie, welche nicht ganz in einer Ebene liegt, schneidet diese 
entweder in einem Punkte, oder liegt mit ihr parallel,“ ,zwei Ebenen, 
welche nicht parallel sind, haben eine Richtung, aber auch nur Eine gemein- 
schaftlich. “ 
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Systemes kleiner wird, als die Beziehungszahl; und einen formalen 
Werth erhalt, wenn sie grésser wird. Wenn also ein System von 
h-ter Stufe gegeben ist, und wir wissen, dass alle in Betracht gezogenen 
Grossen diesem Systeme als Hauptsystem (s. § 80) angehéren, so 
sind wir auch sicher, dass das eingewandte Produkt, dessen Beziehungs- 
zahl h ist, einen realen Werth haben werde. Wir nennen dann diese 
eingewandte Multiplikation eine auf jenes System beztigliche, 
und nennen dies System das Beziehungssystem des Produktes*), 
und wenn diesem Beziehungssysteme zugleich beide Faktoren an- 
gehéren, so nennen wir dasselbe auch (der friiheren Benennungsweise 
gemiiss) das Hauptsystem des Produktes. Dann kénnen wir sagen, 
das eingewandte Produkt sei immer ein reales, wenn die Faktoren 
dem Beziehungssysteme angehéren, es sei zugleich von geltendem 
Werthe, wenn das die Faktoren zuniichst umfassende System zu- 
gleich das Beziehungssystem des Produktes ist, und es sei null, wenn 
das niichstumfassende System beider Faktoren dem Beziehungssysteme 
des Produktes untergeordnet und von niederer Stufe ist. 

§ 128. Das dussere Produkt zweier geltender Gréssen zeigte 
sich nach § 55 dann als null, wenn sie von einander abhingig 
sind, d. h. wenn die Stufe des sie zunichst umfassenden Systemes 
kleiner ist, als die Stufensumme der beiden Faktoren; oder, da wir 
fiir das Hussere Produkt jedes System, welchem die Faktoren unter- 
geordnet sind, und dessen Stufenzahl grésser oder eben so gross 
ist, wie jene Summe, als Beziehungssystem ansehen kénnen, so kénnen 
wir das Gesetz des vorigen § erweiternd sagen: 

»Hin Produkt zweier geltenden Werthe ist dann und nur dann 

null, wenn die Faktoren von einander abhingig sind, und zu- 

gleich ihr nachstumfassendes System niedriger ist als das Be- 
ziehungssystem. “ 

Hierin liegt dann zugleich, ,,dass ein solches Produkt nur dann 
einen geltenden Werth hat, wenn entweder beide Faktoren von ein- 
ander unabhingig sind, oder ihr nichstumfassendes System das Be- 
ziehungssystem ist.“ Und zwar ist im ersteren Falle das Produkt 
ein dusseres, im letzteren ein eingewandtes. Wenn beide Bedin- 


*) Die Stufenzahl dieses Produktes ist eben die Zahl, die wir oben Be- 
ziehungszahl nannten. 
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gungen zugleich eintreten, d. h. beide Faktoren von einander unab- 
hangig sind und zugleich ihr niachstumfassendes System das Be- 
ziehungssystem ist, so kann die Multiplikation nicht nur als dussere, 
sondern auch als eingewandte nullten Grades aufgefasst werden. 
Dadurch erweitert sich der zweite Satz des vorigen Paragraphen zu 
folgendem Satze: 

» Wenn in einem Produkte zweier geltenden Werthe die Stufen- 

summe der Faktoren kleiner ist als die Beziehungszahl, so ist 

das Produkt ein dusseres; ist jene Summe grisser, so ist das 

Produkt ein eingewandtes und zwar von so vielter Stufe, als 

der Ueberschuss jener Summe iiber die Beziehungszahl be- 

tragt; ist endlich jene Summe dieser Zahl gleich, so kann das 

Produkt sowohl als dusseres, wie auch als eingewandtes null- 

ter Stufe betrachtet werden. “ 

Durch die Einfiihrung des Beziehungssystemes oder des Haupt- 
systemes haben wir somit den wichtigen Vortheil errungen, dass 
es nun, wenn einmal das Beziehungssystem als Hauptsystem fest- 
steht, nicht mehr néthig ist, fiir das Produkt zweier Gréssen die 
Multiplikationsweise noch besonders festzustellen, dass es daher 
nun auch als iiberfliissig erscheint, die aussere Multiplikation von 
der eingewandten oder die verschiedenen Grade der letateren durch 
die Bezeichnung zu unterscheiden. *) 

§ 129. Um nun den geltenden Werth eines realen einge- 


*) Zugleich haben wir hierdurch den Vortheil einer leichteren Anwend- 
barkeit auf die Raumlehre gewonnen. Betrachten wir z. B. die Ebene, also 
ein Elementarsystem dritter Stufe, als Hauptsystem, wie dies tiberall in der 
Planimetrie geschieht, so wird das Produkt zweier Elementargréssen in Bezug 
auf dies System dann und nur dann null sein, wenn sie von einander abhin- 
gig sind, und zugleich einem System zweiter Stufe angehéren, d. h. wennsie 
Punkte oder Richtungen gemeinschaftlich haben und zugleich in Hiner geraden 
Linie liegen. Betrachten wir ferner den Raum, d.h. also ein Elementarsystem 
vierter Stufe als Hauptsystem, wie dies in der Stereometrie als solcher ge- 
schieht, so wird das darauf beziigliche Produkt zweier Elementargréssen 
dann und nur dann null sein, wenn sie in derselben Ebene liegen und 
zugleich von einander abhingig sind, d. h. Punkte oder Richtungen gemein- 
schaftlich haben; z. B. das Produkt zweier Liniengréssen, welche sich 
schneiden oder einander parallel sind, das zweier Ebenen, wenn sie in einander 
liegen u. s. W. 
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wandten Produktes in einen einfachen Begriff zu fassen, miissen 
wir fiir das gegebene Produkt, dessen Werth zu ermitteln ist, alle 
Formen aufsuchen, in welchen es sich vermége der in der Defini- 
tion festgestellten formellen Multiplikationsgesetze darstellen lasst, 
ohne seinen Werth zu andern. Das, was dann allen diesen Formen 
gemeinschaftlich ist, wird den Werth dieses Produktes unter einen 
einfachen Begriff gefasst darstellen. Die vermége der Definition 
verstatteten Forminderungen sind erstens die allgemein multiplika- 
tive, dass man die Faktoren in umgekehrtem Verhiltnisse andern 
darf, und zweitens die besondere, dass man aus dem einen Faktor 
ein Stiick weglassen darf, was von dem andern Faktor in einem 
héheren Grade abhingt, als die Stufe des eigewandten Produktes 
betrigt, oder, aufs Beziehungssystem zuriickgefiihrt, dass man aus 
dem einen Faktor ein Stiick weglassen darf, welches mit dem andern 
Faktor zusammen von einem Systeme umfasst wird, dessen Stufe 
kleiner ist als die Beziehungszahl. Als einfachster Fall erscheint 
der, wo der eine Faktor das Beziehungssystem darstellt, der andere 
also ihm untergeordnet ist, oder kiirzer ausgedriickt, wo das Produkt 
in Form der Unterordnung erscheint. Da hier das nichst 
umfassende System immer zugleich das Beziehungssystem ist, so 
kann keinem der Faktoren ein geltendes Stiick hinzugefiigt werden, 
ohne den Werth des Produktes zu andern. Die einzige Forminde- 
rung, welche den Werth des Produktes ungeindert lisst, ist daher 
die allgemein multiplikative, dass nimlich die Faktoren sich in um- 
gekehrtem Verhiltnisse 4andern diirfen, also 
paar, hate 
m 

gesetzt werden kann, wenn m irgend eine Zahlengriésse darstellt. 
Es bleiben somit bei allen verstatteten Forminderungen die Systeme 
der beiden Faktoren konstant, und ihre Grésse dndert sich dabei 
nur in umgekehrtem Verhiltnisse. Die Zusammenschauung beider 
Systeme nebst dem auf beide Faktoren auf multiplikative Weise zu 
vertheilenden Quantum bildet daher den Werth jenes Produktes. 

§ 130. Sind in dem allgemeineren Falle A und B die beiden 
Faktoren des eingewandten Produktes, und stellt die Grosse C, 
deren Stufenzahl ¢ sei, das beiden Faktoren gemeinschaftliche 
System dar; so wird, wenn B gleich CD gesetzt wird, AD nach § 126 
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das nichstumfassende System, also auch nach § 128, wenn das 
Produkt nicht null ist, das Beziehungsystem darstellen.*) Nun 
zeigten wir in § 129, dass dann ausser der allgemeinen multiplika- 
tiven nur die Formanderung verstattet ist, dass der eine Faktor CD 
um ein Stiick wachse, welches von dem andern Faktor A in einem 
hdheren als dem c-ten Grade abhingig ist. Es ist klar, dass dies 
Stiick nicht mit CD gleichartig sein diirfe, weil ein solches mit A 
in demselben Grade der Abhingigkeit stehen wiirde, wie CD selbst; 
es muss also mit CD ungleichartig angenommen werden. Fiir die 
Addition der ungleichartigen Gréssen hatten wir einen realen und 
einen formalen Begriff aufgestellt, von denen der erstere dann ein- 
trat, wenn beide zu addirenden Gréssen auf eine solche Weise tin 
einfache Faktoren zerlegt werden koénnen, dass sie alle bis auf 
Kinen Faktor gemeinschaftlich enthalten. Da nun die formale Addi- 
tion nur als abgekiirzte Schreibart auftrat, so werden wir die Be- 
deutung unseres Produktes schon auffinden, wenn wir nur die reale 
Addition beriicksichtigen, und also annehmen, das hinzuzuaddirende 
Stiick habe mit CD alle einfachen Faktoren mit Ausschluss Eines 
solchen gemeinschaftlich. Dieser eine einfache Faktor nun wird, 
da das hinzuzuaddirende Stiick von A in einem héheren als dem 
e-ten Grade abhangen soll, nothwendig dem Systeme von A ange- 
héren, wihrend unter den iibrigen einfachen Faktoren nothwendig 
die simmtlichen einfachen Faktoren von C vorkommen miissen. Es 
wird sich also dies Stiick in der Form CE darstellen lassen miissen, 
wo E von A abhingig ist. Hiernach wird nun das Produkt in der 
Form 
A.(CD -+- CE) oder A.C(D + E) 
erscheinen, wo E von A abhingig ist. Vergleichen wir nun die 
beiden Produkte 
A.CD=A.C(D+ B), 
so stellt AD das nichstumfassende System fiir die Faktoren des 
ersten, A(D ++ E) das fiir die Faktoren des zweiten Produktes dar ; 
und da E von A abhingig, also 
AD=A(D + E) 
*) Wir setzen hier natiirlich voraus, dass das Produkt nicht null sei, 


weil fiir den Fall, dass es null ist, keine Ermittelung seines Werthes mehr 
nothig ist. 
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ist, so ist auch das nichstumfassende System fiir beide Produkte 
dasselbe. Ausser dieser Forminderung ist nur noch die allgemein 
multiplikative verstattet, dass die Faktoren sich in umgekehrtem 
Zahlenverhiltnisse indern. Da hierdurch die Systeme der Faktoren 
nicht geindert werden, also das gemeinschaftliche und das nichst- 
umfassende System auch bei dieser Formanderung dieselben bleiben, 
so bleiben die genannten Systeme iiberhaupt bei jeder Forminderung 
des Produktes dieselben, und gehéren also zu demjenigen, was den 
konstanten Werth dieses Produktes ausmacht. Setzt man den ge- 
meinschaftlichen Ausseren Faktor C als den mittleren, so dass das 
Produkt, wie wir es schon oben darstellten, in der Form 
A.CD 
erscheint; so giebt das Produkt der dusseren Faktoren AD das 
nichstumfassende System; und es stellen dann also sowohl der 
mittlere Faktor als das Produkt der beiden dusseren AD konstante 
Systeme dar. — Vergleichen wir beide Gréssen C und AD auch 
ihrem Werthe nach, so haben wir nicht bloss diejenigen Umgestal- 
tungen zu beriicksichtigen, durch welche der Werth der einge- 
wandten Faktoren A und CD, aber nicht der ihres Produktes 
A.CD geindert wird, sondern auch diejenigen, welche den Werth 
des diusseren Produktes CD und das System seines ersten Faktors 
ungeindert lassen. Vermidge der ersten Art der Umgestaltung 
konnte CD um ein Stiick CH wachsen, in welchem E von A ab- 
hangig ist, vermége der zweiten kann D um ein von C abhingiges 
Stiick wachsen, welches dann gleichfalls von A abhingig sein muss, 
weil C dem A untergeordnet ist. Bezeichnen wir daher auch dies 
Stiick mit E, so verwandelt sich in beiden Fallen das Produkt A.CD 
in das ihm gleiche A.C(D + E). Da nun E von A abhingig, also 
A(D + E)=AD 

ist, so ist in beiden Produkten sowohl der Werth des mittleren Fak- 
tors, also auch der Werth des Produktes aus den dusseren Faktoren 
derselbe geblieben. Ausserdem ist nun bei beiden Arten der Um- 
gestaltung nur noch die allgemeine multiplikative Forminderung, 
nach welcher sich die Faktoren in umgekehrtem Verhiiltnisse indern 
kénnen, anwendbar. Wendet man diese Aenderung bei beiden 
Arten der Umgestaltung an, so wird jedesmal, wenn dem einen 
Faktor eine Zahl als Faktor hinzugefiigt wird, eimem andern dieselbe 
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Zahl als Divisor hinzugefiigt werden miissen, also auch, wenn von 
den drei Faktoren des Produktes einer, z. B. C, m-mal grésser wird, 
so muss das Produkt der beiden andern m-mal kleiner werden; d. h. 
C und AD miissen sich dann im umgekehrten Verhiiltnisse andern. *) 
Da nun hierin zugleich schon liegt, dass ihre Systeme konstant 
bleiben, so kénnen wir als Resultat der bisherigen Entwickelung den 
Satz aussprechen, ,dass, wenn ein eingewandtes Produkt auf den 
Ausdruck A.CD gebracht ist, in welchem der mittlere Faktor C dag 
den beiden Faktoren des eingewandten Produktes A und CD gemein: 
schaftliche System darstellt, dann C und AD, d. h. der mittlere 
Faktor und das Produkt der beiden dussern sich nur im umgekehrten 
Verhiltnisse indern kénnen, wenn das ganze Produkt konstanten 
Werth behalten soll.“ 

§ 131. Um die Bedeutung des eingewandten Produktes voll- 
stindig zu gewinnen, bleibt noch die Frage zu beantworten, ob diese. 
beiden Systeme, die durch den mittleren und durch das Produkt der 
ausseren Faktoren dargestellt sind, nebst dem auf sie in multiplika- 
tiver Weise zu vertheilenden Quantum, dasjenige, was bei ungean-. 
dertem Werthe des eingewandten Produktes konstant bleibt, voll- 
stindig darstellen, oder mit andern Worten, ob, wenn sich jene 
Grdssen C und AD in umgekehrtem Verhiltnisse indern, das Pro- 
dukt A.CD stets konstanten Werth behalte, vorausgesetzt, dass der 
mittlere Faktor C unausgesetzt das den beiden Faktoren A und CD. 
gemeinschaftliche System darstelle. Dass dies in der That der 
Fall sei, kénnen wir leicht beweisen, wenn wir noch voraussetzen, 
dass die eingewandten Faktoren gleiche Stufenzahl behalten. Zu, 
dem Ende seien A.CD und A’.C’D’ zwei solche Produkte, in welchen, 
der mittlere Faktor C oder C’ das den beiden eingewandten Faktoren, 
A und CD oder A’ und C’'D’ gemeinschaftliche System darstellt. 
Wir setzen voraus, dass beim Uebergange aus dem einen Ausdrucke. 
in den andern AD sich im umgekehrten Verhiltnisse getindert habe. 


CD D 
*) Geht z. B. A iiber in mA, so wird CD tibergehen in—, oder € a 


geht zugleich C tiber in nC, so geht Liber tas das Produkt der dusseren. 
m mn 


Faktoren AD ist dann tibergegangen in a wahrend Cin nC tibergegangen ist., 
A ; 
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wie © (worin schon liegt, dass ihre Systeme konstant geblieben sind), 
und dass die Stufenzah] von A und die von CD dieselben geblieben 
seien. Wir wollen zeigen, dass beide Produkte A.CD und A’. C’D’ 
einander gleich seien. Zunichst kénnen wir das letztere auf die Form 
bringen, dass der mittlere Faktor derselbe sei, wie in dem ersten 
Produkte, wodurch dann auch das Produkt der beiden dusseren in 
beiden gleichen Werth erhalten wird. Es sei dann das letztere 
Produkt tibergegangen in A,.CD,, so haben wir nun die einfachere 
Voraussetzung, dass 
AD=A,D, 
ist, und A und A, ebenso wie D und D, von gleicher Stufe sind; 
und zu beweisen bleibt dann nur, dass 
A.CD=A,.CD, 

sei. Zwei gleiche dussere Produkte, deren entsprechende Faktoren 
gleiche Stufenzahlen haben (wie hier AD und A,D,), miissen aber 
durch eine Reihe von Forminderungen aus einander erzeugbar sein, 
welche theils darin bestehen, dass die Faktoren sich in umgekehr- 
tem Verhiltnisse indern, theils darin, dass der eine Faktor um ein 
von dem andern abhingiges Stiick wichst. Bei der ersten Aende- 
rungsart ist unmittelbar einleuchtend, dass sich auch der Werth des 
eingewandten Produktes A.CD nicht andere. Bei der letzten kann 
entweder D um ein von A abhiingiges Stiick, oder A um ein von D 
abhingiges wachsen. Geht also zuerst D in D-+-E iiber, wo E von 
A abhiingig ist, so geht A. CDin A. C(D-++-E) oderin A.(CD-+ CE) 
iiber. Da hier E von A abhingig, C aber dem A untergeordnet, 
also im c-ten Grade von ihm abhingig ist, so ist CE in einem 
hoheren als dem c-ten Grade von A abhingig, kann also als Stiick 
des andern Faktors weggelassen werden, es ist also der Werth des 
Produktes noch derselbe geblieben. Zweitens konnte der Faktor A 
um ein von D abhiangiges Stiick wachsen. Hs sei A gleich CF, so 
muss nun, wenn C noch immer, wie wir voraussetzten , das gemein- 
schaftliche System darstellen soll, das Wachsen des Faktors A um 
ein von D abhingiges Stiick dadurch bewirkt werden, dass F um 
ein von D abhingiges Stiick wiichst; dies wird dann, aus demselben 
Grunde, wie vorher der Zuwuchs von D, den Werth des ganzen Pro- 
duktes ungeindert lassen. Somit sehen wir, dass bei allen Aende- 
rungen, welche den Werth des mittleren Faktors und den des Pro- 
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duktes der beiden ‘usseren ungeindert lassen, auch der Werth des 
gesammten Produktes ungeindert bleibt; oder, indem wir noch 
einen Schritt weiter zuriickgehen, dass, wenn sich jene Gréssen C 
und AD in umgekehrtem Verhiltnisse aindern, der Werth des Pro- 
duktes A. CD unter der Voraussetzung, dass die Stufenzahlen von A 
und CD dieselben bleiben, sich nicht indere. Fassen wir hiermit 
das Resultat des vorigen § zusammen, so kénnen wir sagen, der 
Werth eines eingewandten Produktes bestehe, wenn die Stufen- 
zahlen der Faktoren gegeben sind, in dem gemeinschaftlichen und 
nichstumfassenden Systeme beider Faktoren nebst dem auf beide 
Systeme multiplikativ zu vertheilenden Quantum. 

§ 132. Es erscheint hiernach der Begriff des eingewandten 
Produktes noch abhiingig von den Stufenzahlen, sofern nach den 
bisherigen Bestimmungen zwei Produkte noch nicht als gleich be- 
trachtet werden konnten, so lange ihre Faktoren ungleiche Stufen- 
zahl besassen. Diese Abhiingigkeit des Begriffes von den Stufen- 
zahlen fiihrt in denselben eine Beschrinkung hinein, welche der 
Einfachheit des Begriffs schadet und der analytischen Behandlung 
widerstrebt. Indem wir daher diese Beschrinkung aufheben, setzen 
wir fest, ,dass zwei eingewandte Produkte von geltendem Werthe 
A.CD und A’.C'D’, in welchen die beiden letzten Faktoren durch 
ajussere Multiplikation verkniipft sind, der mittlere aber das den 
beiden eingewandten Faktoren (A und CD, oder A’ und CD’) ge- 
meinschaftliche System darstellt, eimander gleich seien, sobald tiber- 
haupt das Produkt der dussersten Faktoren und der mittlere in bei- 
den Ausdriicken gleich sind, oder in umgekehrtem Verhiltnisse 
stehen,“ gleich viel, ob die Stufenzahlen der entsprechenden Fakto- 
ren tibereinstimmen oder nicht.*) Namentlich kénnen wir durch 
diese Bestimmung jedes eingewandte Produkt auf die Form der Un- 
terordnung (s. § 129) bringen. In der That ist hiernach 

A.CD=AD.C, 
wenn im ersten Produkte C und D durch diussere, A und CD durch 
eingewandte Multiplikation verkntipft sind, und C das gemeinschaft- 


*) Zu einer solchen erweiterten Definition sind wir berechtigt, daitiber die 
Vergleichung von eingewandten Produkten mit ungleichen Stufenzahlen ihrer 
Faktoren noch nichts festgesetzt ist. Wirsind dazu gedrungen, wenn wir der 


Wissenschaft die ihr gebtihrende Einfachheit erhalten wollen, 
13 


. 
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liche System der beiden eingewandten Faktoren darstellt. Denn in 
dem letzten Ausdrucke kann AD als erster, C als mittlerer und die 
Einheit als letzter Faktor vorgestellt werden, welcher mit D (nach 
Kap. IV) durch aussere Multiplikation verkniipft ist, wihrend C noch 
das gemeinschaftliche System darstellt. In dieser Form aufgefasst 
bietet der zweite Ausdruck dasselbe Produkt der dussersten Fakto- 
ren und denselben mittleren Faktor dar, wie das erste, und beide 
sind somit einander gleich. 

Noch habe ich hier daran zu erinnern, dass, wenn das Pro- 
dukt der dussersten Faktoren von niederer Stufe ist als das Be- 
ziehungssystem, dann beide Produkte gleichzeitig null werden (nach 
§ 127), also auch fiir diesen Fall ihre Gleichheit bewahrt bleibt. 
Nehmen wir endlich einen bestimmten Theil H des Hauptsytems 
als Hauptmass (§ 87) an, so kénnen wir jedes auf jenes Haupt- 
system beziigliche eingewandte Produkt auf die Form bringen, dass 
der erste Faktor das Hauptmass wird. Namlich wir koénnen nach 
dem vorher gesagten jedes solche Produkt, wenn es einen gelten- 
den Werth hat, auf die Form bringen, dass der erste Faktor das 
Beziehungssystem oder hier das Hauptsystem darstellt, also auch, 
da wir die Faktoren in umgekehrtem Verhiltnisse andern kénnen, 
auf die Form, dass der erste Faktor irgend ein bestimmter Theil 
des Hauptsystems, also auch dass er das Hauptmass wird. Ist das 
eingewandte Produkt null, so kénnen wir den ersten Faktor belie- 
big setzen, wenn nur der zweite null ist, also kann auch in diesem 
Falle das Produkt auf die verlangte Form gebracht werden. Wir 
nennen dann, wenn ein Produkt auf diese Form gebracht ist, den 
zweiten Faktor desselben ,,den eigenthiimlichen (specifischen) Werth 
oder Faktor jener Produktgrésse in Bezug auf das Hauptmass H,“ 
und sein System, welches zugleich das beiden Faktoren gemein- 
schaftliche System ist, ,das eigenthtimliche System jener Grosse ; “ 
seine Stufenzahl, d. h. die Stufenzahl des beiden Faktoren gemein- 
schaftlichen Systems*), kénnen wir als Stufenzahl der Grésse selbst 
auffassen. rst bei dieser Betrachtungsweise tritt der Werth des 
eingewandten Produktes in seiner Hinfachheit hervor. 


*) Ist die Produktgrésse also von geltendem Werthe (und nur in diesem 
Palle lasst sich von einer Stufenzahl derselben reden) so ist die Stufenzahl 
der Produktgrisse gleich der Stufe der eingewandten Multiplikation, 
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§ 133. Aus dem im vorhergehenden Paragraphen aufgestell- 
ten Begriffe des eingewandten Produktes kénnen wir nun das Ver- 
tauschungsgesetz ableiten. Betrachten wir nimlich zwei Produkte 
von geltendem Werthe, 

AB.AC und AC. AB, 
in welchen der Punkt die eingewandte Multiplikation, das unmittel- 
bare Zusammenschreiben die aussere Multiplikation andeuten soll, 
und in welcher der Faktor A das gemeinschaftliche System, ABC 
oder ACB also das nichstumfassende System oder das Beziehungs- 
system darstellt, so hat man nach dem vorhergehenden Paragraphen 

AB.AC=ABC.A, 

AC.AB=ACB.A. 
Beide Produkte sind also einander gleich oder entgegengesetzt, je 
nachdem ABC und ACB es sind, d. h. je nachdem die dusseren 
Faktoren B und C sich ohne oder mit Zeichenwechsel vertauschen 
lassen. Nun hat man bei der Vertauschung zweier ausseren Fak- 
toren, welche auf eimander folgen (nach § 55), nur dann (aber auch 
stets dann) das Vorzeichen zu indern, wenn die Stufenzahlen bei- 
der Faktoren ungerade sind. Man wird also auch die Faktoren 
jenes eingewandten Produktes mit oder ohne Zeichenwechsel vertau- 
schen kénnen, je nachdem die Stufenzahlen von B und C beide zu- 
gleich ungerade sind oder nicht. Die Stufenzahlen von B und C 
ergiinzen aber die der eingewandten Faktoren AC und AB zu der 
Stufenzahl des Beziehungssystemes ABC. Nennen wir daher dieje- 
nige Zahl, welche die Stufenzahl einer Grisse zu der des Be- 
ziehungssystemes erginzt, die Erginzzahl jener Grésse (in Bezug 
auf jenes System), so haben wir das Gesetz: 

,Die beiden Faktoren eines eingewandten Productes lassen 

sich mit oder ohne Zeichenwechsel vertauschen, je nachdem 

die Ergiinzzahlen der Faktoren beide zugleich ungerade sind 
oder nicht.“ 

Hierin liegt zugleich, dass ein Faktor, welcher das Beziehungs- 
system darstellt, sich ohne Zeicheninderung vertauschen lisst, da 
seine Erginzzahl null, also gerade ist. Es entspricht dies Gesetz 
dem in § 55 fiir die aussere Multiplikation aufgestellten , womit 
noch der Satz in § 68 tiber die willkiihrliche Stellung der Zahlen- 


grésse zu vergleichen ist. Da hier die Erginzzahlen in die Stelle 
13* 
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der dort vorkommenden Stufenzahlen eintreten, so erscheint es 
iiberhaupt als zweckmiissig , auch fiir die tibrigen Satze der dusseren 
Multiplikation, welche sich auf die Stufenzahlen beziehen, hier 
die entsprechenden aufzusuchen, was nattirlich hier nur geschehen 
kann in Bezug auf Produkte aus zweiFaktoren. Es war die Stufen- 
zahl eines iusseren Produktes von geltendem Werthe die Summe 
aus den Stufenzahlen seiner Faktoren. Bei der eingewandten Mul- 
tiplikation ist die Stufenzahl des beiden Faktoren gemeinschaftlichen 
Systems (nach § 132) als die Stufenzahl der Produktgrésse, wenn 
diese einen geltenden Werth hat, aufgefasst. Sind a und b die 
Stufenzahlen der Faktoren, und h die des Beziehungssystems, was 
hier zugleich das nichstumfassende System ist, so ist die des ge- 
meinschaftlichen Systems (g¢) nach § 126 gleicha+-b—h. Um 
hier die Erginzzahlen einzufiihren, kann man der Gleichung fol- 
gende Gestalt geben : 
h—g=h—a+h—b, 
oder wenn man die Ergiinzzahlen mit a, b, g° bezeichnet, 
gab, 
d. h. die Ergiinzzahl eines eingewandten Produktes von geltendem 
Werthe ist die Summe aus den Ergiinzzahlen seiner beiden Faktoren. 
Ks bleibt uns noch der Fall, wo das Produkt null ist, zu beriicksich- 
tigen. Bei der eingewandten Multiplikation trat dieser Fall (nach § 
125) dann ein, wenn das beiden Faktoren gemeinschaftliche System 
von héherer Stufe war, als die Stufe der eingewandten Multiplikation 
d. h. a+b —h betrug, also wenn 
g>a+b—h, dh. 
h—a+h—b>h—g, 
oder wenn 
a +-b' >, 
und ausserdem nur noch, wenn einer der Faktoren null ist, d. h. 
,ein eingewandtes Produkt zweier geltenden Werthe ist null, wenn 
die Erginzzahlen beider Faktoren zusammengenommen grosser sind, 
als die Erginzzahl des beiden Faktoren gemeinschaftlichen Systems. “ 
Kin dusseres Produkt zweier geltenden Werthe hingegen erschien 
als null, wenn die Stufenzahlen der Faktoren zusammengenommen 
grosser sind als die des beide Faktoren zunachst umfassenden Sy- 
stemes. Ks stimmen also diese Gesetze fiir die Multiplikations- 
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weisen tiberein, wenn man den Begriff der Stufenzahl gegen den 
der Erginzzahl] und den des nachstumfassenden Systems gegen den 
des gemeinschaftlichen austauscht ; eine Beziehung, welche, wie wir 
sehen werden, bei der weiteren Entwickelung ihre Giiltigkeit bei- 
behalt. 

§ 134. Das Produkt von drei und mehr Faktoren, zu welchem 
wir nun tibergehen, kann stets auf das von zwei Faktoren zuriick- 
gefiihrt werden, wenn nur die Multiplikation zweier Faktoren auch 
fiir den Fall feststeht, dass diese Faktoren wieder Produkte sind. Da 
nun, wenn die Faktoren wieder eingewandte Produkte sind, der Sinn 
ihrer Multiplikation noch nicht festgestellt ist, so bediirfen wir hier 
einer neuen Definition; und zwar miissen wir festsetzen, welche Be- 
deutung eine beliebige Produktgrésse als erster Faktor, und welche 
sie als zweiter Faktor habe. Wenn eine Grosse als zweiter Faktor 
auftritt, so wollen wir sagen, es werde mit ihr multiplicirt, wenn 
als erster, sie selbst werde multiplicirt. Ich setze nun fest, ,,mit 
einer Produktgrésse, welche auf die Form der Unterordnung gebracht, 
d. h. so dargestellt ist, dass jeder folgende Faktor dem vorher- 
gehenden untergeordnet sei, multipliciren heisse mit ihren Faktoren 
fortschreitend *) multipliciren, “ und ferner ,,eine Produktgrisse, welche 
auf die Form der Unterordnung gebracht ist, mit irgend einer Grésse 
multipliciren heisse den letzten Faktor der ersteren mit der letzteren 
multipliciren (ohne die fritheren Faktoren zu indern)“. Hierbei 
muss dann natiirlich, damit der Sinn der gesammten Multiplikation 
klar sei, die Stufe fiir eine jede der einzelnen Multiplikationen, auf 
welche jene eine reducirt wird, bestimmt sein. Dass diese Defini- 
tionen fiir jedes reale Produkt ausreichen, werde ich sogleich zeigen. 
Das Produkt wird namlich als ein reales von geltendem Werthe er- 
scheinen, wenn bei den einzelnen Multiplikationen die Stufe der ein- 
gewandten Multiplikation mit dem Grade der Abhingigkeit iiberein- 
stimmt ; hingegen wird es null werden, wenn der Grad der Abhingig- 
keit bei irgend einer dieser Multiplikationen die Stufe der Multipli- 


*) Fortschreitend mit einer Reihe von Gréssen verkntipfen heisst nach 
dem schon friiher eingefiihrten Sprachgebrauch so verkniipfen, dass das 
jedesmalige Ergebniss der Verkniipfung mit der nichstfolgenden Grésse der 
Reihe verkniipft wird. 
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kation tibersteigt, indem dadurch dann einer der Faktoren null wird. 
Bloss formale Bedeutung wird es haben, wenn der Grad der Ab- 
hingigkeit irgendwo geringer ist als die Stufe der zugehdrigen 
Multiplikation, ohne dass anderswo das entgegengesetzte Verhaltniss 
eintritt. 

§ 135. Der Nachweis dafiir, dass die aufgestellten Definitionen 
fiir das reale Produkt ausreichen, fallt zusammen mit dem Beweise 
des Satzes, dass jedes reale Produkt sich auf die Form der Unter- 
ordnung bringen lasse. In der That lasst sich nach § 132 zunichst 
das Produkt zweier reiner Faktoren (so kénnen wir solche Faktoren 
nennen, die nicht wieder als eingewandte Produkte erscheinen) auf 
die Form der Unterordnung bringen. Kommt nun zu einem solchen 
Produkt A.B, wo B dem A untergeordnet sei, ein dritter reiner 
Faktor hinzu, welcher mit B im c-ten Grade der Abhingigkeit steht, 
mit A im (c-+d)-ten, wihrend seine eigne Stufenzahl e+-d—+e 
betrigt, so wird er sich darstellen lassen in der Form CDE, wo C 
dem B (also auch dem A) untergeordnet ist, und CD dem A, wihrend 
sonst keine Abhingigkeit stattfindet, vorausgesetzt nimlich, dass 
ce, d, e die Stufenzahlen von C, D, E sind. Ist dann das Produkt 
ein reales von geltendem Werthe, d. h. stimmt die Stufe der Multi- 
plikation mit dem Grade der Abhingigkeit tiberein, so ldsst sich 
zeigen, dass 

A.B.CDE=AE.BD.C 
sei. In der That, da hier die Produktgrésse A.B in der Form der 
Unterordnung erscheint, so wird sie mit eer andern Grésse CDE 
multiplicirt, indem man den letzten Faktor mit derselben multiplicirt ; 
also ist 
A.B.CDE=4A.(B.CDE). 

Es ist aber B.CDE, da C dem B untergeordnet, und ¢ der 
Grad der Multiplikation ist, gleich BDE.C (nach § 132), also jenes 
Produkt 

=A.(BDE.C). 

Da hier C dem B, also auch dem BDE untergeordnet ist, so 
multiplicirt man nach dem ersten Theil der Definition (§ 134) mit 
BDE.C, indem man zuerst mit BDE und das Ergebniss dieser Mul- 
tiplikation mit C multiplicirt. Nun ist aber A.BDE, da B und D, 
also auch BD, dem A untergeordnet sind, und (b-++-d) den Grad 
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der Multiplikation darstellt, gleich AE.BD; also ist der obige Aus- 
druck 
=AE.BD.C. 

Dieser Ausdruck hat die Form der Unterordnung, da C dem 
B, also auch dem BD, BD aber dem A, also auch dem AE unterge- 
ordnet ist. Somit lasst sich das fortschreitende Produkt von drei 
reinen Faktoren stets auf die Form der Unterordnung bringen. 
Kommt nun noch ein vierter Faktor hinzu, so kann man zuerst die 
3 ersten auf die Form der Unterordnung bringen. 

Es sei A.B.C diese Form. ‘Tritt nun ein vierter Faktor hin- 
zu, so muss, damit der Sinn der Multiplikation ein bestimmter sei, 
festgesetzt sein, in welchem Grade der Abhingigkeit er mit jeder 
der drei Gréssen A, B, © stehen muss, wenn das Produkt einen 
realen geltenden Werth haben soll; es mége dann der vierte Faktor 
von C im d-ten Grade abhingig sein, von B im (d-+e)ten, von A 
im (d+e-+f)ten Grade, wihrend er selbst zur Stufenzah] de 
+ #-+ g habe, so wird er sich in der Form DEFG darstellen lassen, 
wo D dem C, E dem B, F dem A untergeordnet ist, und d, e, f, g 
die Stufenzahlen von D, E, F, G darstellen. Dann kann man zei- 
gen, dass 

A.B.C.DEFG = AG.BF.CE.D 
sei. Denn es ist 
A.B.C.DEFG =A.B.(C.DEFG) 
=A.B.(CEFG.D), 
da nimlich D dem C untergeordnet ist. Da nun CEFG.D in der 
Form der Unterordnung erscheint, so kann man mit seinen einzelnen 
Faktoren CEFG und D fortschreitend multipliciren; B giebt aber 
mit CEFG multiplicirt, da C und E, also auch CE dem B unterge- 
ordnet sind, den Ausdruck BFG.CE. Man erhiilt also den obigen 
Ausdruck 
=A.(BFG.CE).D 
ee AL BFG CE. D 
= AG.BF.CE.D, 
da namlich B und F, also auch BF, dem A untergeordnet sind. Also 
erscheint auch das fortschreitende Produkt aus vier reinen Faktoren 
in der Form der Unterordnung, und es lisst sich schon tibersehen, 
wie ganz auf dieselbe Weise folgt, dass tiberhaupt ein fortschreiten- 
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des Produkt aus beliebig vielen reinen Faktoren sich auf die Form 

der Unterordnung bringen lasst. Ist nun aber dies der Fall, so wird, 

da nach den Definitionen sich die Multiplikation iiberhaupt auf die 

fortschreitende Multiplikation reiner Gréssen zuriickfiihren lasst, 

dasselbe auch von beliebigen realen Produkten gelten, néamlich dass 
,jedes reale Produkt sich in Form der Unterordnung darstel- 
len lasst. “ 


Es reichen daher in der That die obigen Definitionen fiir das 
reale Produkt aus, und die Form der Unterordnung, als die einfachste, 
auf die sich das reale Produkt bringen lasst, bestimmt die Bedeutung 
desselben. 


§ 136. Es entsteht uns nun die Aufgabe, die verschiedenen 
Umgestaltungen, welche nach der bis hierher gefiihrten Darstellung 
das eingewandte Produkt zulasst, in ein einfaches Hauptgesetz zu- 
sammenzufassen, auf welches wir dann in der Folge stets zuriick- 
gehen kénnen, wenn es sich um solche Umgestaltungen handelt. 
Wir brauchen, um dazu zu gelangen, nur die im vorigen Paragra- 
phen entwickelten Umgestaltungen weiter fortzufiihren und in Worte 
zu kleiden. Es ergab sich dort, dass 

A.B.CDE=AE.BD.C 


sei, wenn B dem A untergeordnet ist, C das System darstellt, was 
CDE mit B, also auch mit A gemeinschaftlich hat, und CD das Sy- 
stem darstellt, was CDE mit A gemeinschaftlich hat, und iiberdies 
die Art der Multiplikation so angenommen ist, dass sie unter die- 
sen Voraussetzungen einen geltenden realen Werth liefert. Unter 
denselben Voraussetzungen ergiebt sich nimlich auch 

EDC.B.A==EA.DB.C. 
Denn 

EDC *B. A==(DC-B) oA 

=(EDB.C).A; 

und da EDB.C in der Form der Unterordnung erscheint, so multi- 
plicirt man es (nach § 134) mit A, indem man C mit A multiplicirt ; 
da C dem A untergeordnet ist, so ist hier nach § 133 die Ordnung 
gleichgiiltig; man erhalt also den zuletzt gefundenen Ausdruck 

= EDB.(A.C); 
da wieder A.C auf die Form der Unterordnung gebracht ist, so 
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kann man hier mit A und C fortschreitend multipliciren, und erhilt 
den letzten Ausdruck 
=EA.DB.C. 
Auf dieselbe Form nun fiihrt der Ausdruck 
EDC .A.B oder EDC. (A.B) 
zuriick ; néimlich da EDC.A gleich EA. DC ist, so hat man jenen 
Ausdruck 
EDC.A.B=EA.DC.B 
= EA.DB.C. 

Daraus folgt also, dass man in einem Produkte von realem 
geltenden Werthe mit zwei eimander eingeordneten*) Faktoren 
fortschreitend in beliebiger Ordnung multipliciren, oder auch mit 
ihrem Produkte auf einmal multipliciren darf. Wenn c, d, e die 
Stufenzahlen von C, D, E sind, so ist hier angenommen (s. den vo- 
rigen §), dass EDC von A im (c-+d)ten Grade von B im c-ten 
Grade abhinge, und da in beiden Produkten 

EDC.A.B und EDC.B.A 
die Multiplikationsweise als eine reale von geltendem Werthe ange- 
nommen ist, wenn der so eben bezeichnete Grad der Abhingigkeit 
stattfindet, so wird jedes von beiden Produkten dann aber auch 
nur dann null werden, wenn der Grad der Abhingigkeit wéachst, 
also wird, wenn eins dieser Produkte null wird, auch das andere 
null werden miissen. Somit bleibt das angefiihrte Gesetz auch be- 
stehen, wenn das Produkt nur als ein reales aufgefasst ist, und da 
es sich von 2 einander eingeordneten Faktoren unmittelbar auf 
mehrere iibertragen lisst, so haben wir den Satz: 

,statt mit einem Produkte von einander eingeordneten Fakto- 

ren zu multipliciren kann man mit den einzelnen Faktoren 

fortschreitend multipliciren und zwar in beliebiger Ordnung.“ 

Hierbei haben wir die Multiplikationsweisen so angenommen, 
dass das Produkt bei demselben Abhingigkeitsverhiltniss in allen 
diesen Formen gleichzeitig als real erscheint. Dies Geseta driickt 
somit eine Erweiterung des zweiten Theils der Definition (§ 134) 
aus, dass man, statt mit einem Produkt, welches in Form der 


*) Einander eingeordnete Gréssen nennen wir solche, von denen die 
eine der andern untergeordnet ist. 
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Unterordnung erscheint, mit den Faktoren desselben fortschreitend 
multipliciren darf. Das Gesetz, was den ersten Theil der Definition 
(§ 134) verallgemeinert, nimlich dass man ein Produkt aus ein- 
ander eingeordneten Faktoren mit einer Griésse multiplicirt, indem 
man den letzten Faktor mit derselben multiplicirt, ergiebt sich 
leicht auf ihnliche Weise, wie das obige Gesetz, ist aber von ge- 
ringerer Bedeutung. Uebrigens ist klar, dass'in dem obigen Gesetz . 
zugleich das Gesetz tiber den mittleren Faktor in § 132 liegt; 
nimlich 
BA.AC=BAC.A, 

indem man, statt B fortschreitend mit A und dem ihm iibergeordneten 
AC zu multipliciren, auch in umgekehrter Folge multipliciren darf. 

§ 137. Wir verlassen den allgemeinen Begriff des einge- 
wandten Produktes und beschriinken die Betrachtung auf den Fall, 
dass die Multiplikation sich stets auf dasselbe Hauptsystem beziehe. 
Da nun ein jedes solches Produkt nach § 132, wenn es auf die Form 
der Unterordnung gebracht ist, als ersten Faktor entweder nothwendig 
eine das Hauptsystem darstellende Grisse hat, oder doch in dieser 
Form dargestellt werden kann, so folgt, dass, wenn man auf ein Pro- 
dukt aus mehreren Faktoren, welches sich auf dasselbe Hauptsystem 
bezieht , das in § 135 mitgetheilte Verfahren anwendet, das Produkt 
sich auf die Form bringen lisst, dass alle Faktoren mit Ausnahme 
des letzten das Hauptsystem darstellen.*) Bringen wir alle jene 
vorangehenden Faktoren, welche das Hauptsystem darstellen, durch 
Anwendung der allgemeinen multiplikativen Forminderung auf den- 
selben Gréssenwerth, und fassen diesen Werth als Hauptmass auf, so 
kénnen wir dann den letzten Faktor, wie es in § 132 schon in Be- 
aug auf zwei Faktoren festgestellt ist, ,den eigenthiimlichen (spe- 
cifischen) Werth oder Faktor jener Produktgrésse in Bezug auf dies 


*) Es sei z. B. H.A.B dies Produkt, in welchem H das Hauptsystem 
darstelle , indem nimlich das Produkt der beiden ersten Faktoren schon auf 
die verlangte Form gebracht ist; nun sei B=CD, wo im Falle, dass das 
ganze Produkt geltenden Werth habe, AD das Hauptsystem darstelle. Dann 
ist Jenes ganze Produkt gleich H.AD.C, was die verlangte Form hat. Ist 
das ganze Produkt null, so kann man die ersten Faktoren beliebig setzen, 
wenn nur der letzte null ist; also kann auch dann das Produkt auf die ver- 
langte Form gebracht werden. 
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Hauptmass“ und das System desselben ,das eigenthiimliche System * 
der Produktgrésse nennen, und die Stufenzahl dieses Systems als 
Stufenzahl jener Produktgrésse selbst auffassen. Wir kénnen ferner 
die Gréssen, welche durch eingewandte Multiplikation reiner Gréssen 
(s. § 135) hervorgehen, Beziehungsgréssen nennen , weil sie nur in 
ihrer Beziehung auf ein System oder ein Mass eine einfache Be- 
deutung gewinnen. Als eigenthiimlicher Werth einer reinen Grosse 
erscheint natiirlich diese Grisse selbst. Es gilt auch noch das, was 
wir in § 128 tiber die Bezeichnung der Multiplikation bei zwei Fak- 
toren sagten, dass es nimlich, wenn einmal das Hauptsystem als Be- 
ziehungssystem feststehe, als tiberfliissig erscheine, die iussere Multi- 
plikation von der eingewandten oder die verschiedenen Grade der 
letzteren durch die Bezeichnung zu unterscheiden.*) Dagegen tritt 
hier em neuer Unterschied hervor, nimlich der zwischen reinen 
und gemischten Produkten. Namlich reine Produkte nenne ich 
solche, deren Faktoren fortschreitend stets durch dieselbe Art der 
Multiplikation verkniipft sind, d. h. entweder nur durch dussere Mul- 
tiplikation (adussere Produkte), oder nur durch eingewandte auf 
ein und dasselbe System beziigliche (reine eingewandte Produkte) ; 
gemischte hingegen nenne ich soleche, deren Faktoren fortschreitend 
entweder durch beiderlei Arten der Multiplikation (aussere und ein- 
gewandte) verkntipft sind, oder zwar bloss durch eingewandte aber 
auf verschiedene Systeme beztigliche. Da die reinen und die ge- 
mischten Produkte verschiedenen Gesetzen unterliegen, so ist ihre 
Unterscheidung sehr wichtig ; und obgleich eine Unterscheidung durch 
die Bezeichnung nicht nothwendig ist, indem durch die Stufenzahlen 
der Faktoren, wenn das Hauptsystem als Beziehungssystem feststeht, 
auch schon immer hestimmt ist, ob das Produkt ein reines oder ge- 
ynischtes sei, so erscheint eine solche Unterscheidung doch in vielen 


*) Ganz anders wiirde dies bei der allgemeinen realen Multiplikation 
sein, indem bei ihr die verschiedenen Grade der Abhingigkeit zwischen den 
einzelnen Faktoren festgestellt werden miissten, bei denen das Produkt noch 
einen geltenden Werth hatte. Das Produkt aus mehreren Faktoren wiirde 
dann seiner Art nach durch eine Reihe von Zahlen bestimmt sein, welche 
jene Abhingigkeitsgrade darstellten ; diese Bestimmung wiirde also eine zu- 
sammengesetzte sein, und nicht mehr einen einfachen Begriff darstellen. Und 
dies ist der Grund, weshalb wir diesen allgemeinen Fall hier tibergangen 


haben. 
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Fallen als sehr bequem. Ich will mich daher in solchen Fallen der 
Punkte bedienen, um durch sie die Faktoren des reinen Produktes 
von einander abzusondern, und will daher festsetzen, dass, wo Punkte 
zur Bezeichnung der Multiplikation angewandt werden, dann auch 
stets, wenn sie gar keiner oder derselben Klammer eingeordnet sind, 
durch sie Faktoren eines reinen Produktes von einander abgesondert 
werden, wobei dann ein Produkt von unmittelbar zusammenge- 
schriebenen Griéssen in Bezug auf diese Punkte jedesmal als Ein 
Faktor erscheint; z. B. bedeutet AB.CD.EF ein reines Produkt, 
dessen Faktoren AB, CD, EF sind. 

§ 138. Wir koénnen nun die in § 133 fiir zwei Faktoren er- 
wiesenen Sitze auch auf mehrere Faktoren iibertragen. Zuerst was 
die Vertauschung betrifft, so zeigt sich, dass auch bei mehreren 
Faktoren die Stellung eines Faktors, der das Beziehungssystem dar- 
stellt, ganz gleichgiiltig ist; und daraus folgt dann iiberhaupt, dass 
man, um zwei Produktgréssen zu multipliciren, nur ihre eigenthiim- 
lichen Werthe in Bezug auf irgend ein Hauptmass zu multipliciren, 
und diesem Produkte das Hauptmass so oft als Faktor hinzuzufiigen 
hat, als es in beiden Gréssen zusammengenommen als Faktor vor- 
kommt; z. B. ist H*®A.H*™B, wo H das Hauptmass darstellt, gleich 
H™H?A .B oder gleich H™+*A.B. Hierin liegt dann, dass zwei 
Produktgréssen, welche als Faktoren zusammentreten, gleichfalls mit 
oder ohne Zeichenwechsel vertauschbar sind, je nachdem ihre Er- 
ginzzahlen beide zugleich ungerade sind oder nicht. Die folgenden 
Satze jenes Paragraphen kénnen wir nur auf reine eimgewandte 
Produkte tibertragen. Da nimlich bei zwei Faktoren eines einge- 
wandten Produktes von geltendem Werthe, die Erginzzahl des Pro- 
duktes die Summe ist aus den Erginzzahlen der Faktoren, so bleibt 
dies Gesetz bestehen, wenn zu diesem eingewandten Produkte wieder 
ein eingewandter Faktor hinzutritt und das Produkt wieder geltenden 
Werth behialt; es ist dann die Erginzzahl des Gesammtproduktes, 
wie sogleich durch zweimalige Anwendung des fiir 2 Faktoren be- 
wiesenen Gesetzes einleuchtet, die Summe aus den Ergiinzzahlen der 
Faktoren und so fort fiir beliebig viele Faktoren. Da iiberdies das 
Produkt zweier Faktoren dann und nur dann als eingewandtes er- 
scheint, wenn die Summe der beiden Stufenzahlen grésser, d. h. die 
die Summe der Ergiinzzahlen kleiner ist als die Stufenzahl des Haupt- 
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systems, so wird auch das geltende Produkt aus drei und mehr Faktoren 
dann und nur dann als reines eingewandtes erscheinen, wenn die 
Summe der Ergiinzzahlen stets kleiner bleibt als die Stufenzahl des 
Hauptsystems, d. h. wenn die Summe aller Erginzzahlen der Fak- 
toren noch kleiner bleibt als die Stufenzahl des Hauptsystems. Um 
endlich auch den Satz aus § 133 iiber das Nullwerden hier zu iiber- 
tragen, erinnern wir daran, dass die Summe der Ergiinzzahlen zweier 
Grossen, welche das Beziehungssystem als nichstumfassendes System 
haben, und also als Produkt einen geltenden Werth darbieten, gleich 
der Ergiinzzahl ihres gemeinschaftlichen Systemes ist; dass aber, 
wenn das nichstumfassende System niedriger ist als das Beziehungs- 
system, und das Produkt also null ist, die Stufenzahl des gemein- 
schaftlichen Systems grésser, seine Ergi&nzzahl also kleiner wird, als 
die Summe der zu den Faktoren gehirigen Ergianzzahlen. Tritt 
nun ein Faktor hinzu, so ist das gemeinschaftliche System aller Fak- 
toren dasjenige, was der hinzutretende Faktor mit dem allen vorher- 
gehenden Faktoren gemeinschaftlichen Systeme selbst wieder gemein- 
schaftlich hat. Es wird also, sobald das gesammte Produkt geltenden 
Werth behilt, die Summe aller Erginzzahlen gleich der Erginzzahl 
des den simmtlichen Faktoren gemeinschaftlichen Systemes sein ; 
wenn aber durch irgend einen Faktor, welcher hinzutritt, das Pro- 
dukt null wird, ohne dass der hinzutretende Faktor selbst null ist, so 
wird dort die Erganzzahl des gemeinschaftlichen Systemes kleiner 
werden, und somit auch, wenn noch neve Faktoren hinzutreten, 
kleiner bleiben als die jedesmalige Summe aus den Ergiinzzahlen 
der Faktoren. Es wird also ein reines eingewandtes Produkt, 
dessen Faktoren geltende Werthe haben, dann und nur dann null 
werden, wenn die Ergiinzzahl des allen Faktoren gemeinschaftlichen 
Systems kleiner ist als die Summe der Ergiinzzahlen der Faktoren. 
Auch liegt in der Art der Beweisfiihrung, dass der eigenthiimliche 
Werth eines solchen Produktes, wenn es nicht null ist, das den 
simmtlichen Faktoren gemeinschaftliche System darstellt. HFassen 
wir nun die iiber die Erginzzahlen aufgestellten Gesetze zusammen 
und schliessen die entsprechenden Gesetze tiber die Stufenzahlen 
Xusserer Produkte mit hinein, so erhalten wir den Satz: 

»Hin Produkt aus beliebig vielen Faktoren von geltenden 

Werthen ist ein reines, wenn entweder die Stufenzahlen oder die 


206 Das eingewandte Produkt. § 139 


Ergiinzzahlen der Faktoren zusammengenommen kleiner sind 
als die Stufenzahl des Hauptsystems, und zwar im ersteren Falle 
ein dusseres, im letzteren ein eingewandtes, hingegen ein ge- 
mischtes, wenn keins von beiden der Fall ist. Das reine Pro- 
dukt ist null im ersten Falle, wenn die Stufenzahlen der Faktoren 
zusammengenommen grosser sind als die Stufenzahl des die Fak- 
toren zuniichst umfassenden Systemes, im letzteren, wenn die 
Ergiinzzahlen der Faktoren zusammengenommen grésser sind 
als die Ergiinzzahl des den Faktoren gemeinschaftlichen 
Systemes. Wenn das reine Produkt einen geltenden Werth hat, 
so stellt der eigenthtimliche Werth desselben im ersten Falle 
das nichstumfasende, im letzteren das gemeinschaftliche System 
dar; und im ersteren Falle ist die Stufenzahl desselben die 
Summe aus den Stufenzahlen der Faktoren, im letzteren ist 
seine Ergiinzzahl die Summe aus den Erganzzahlen der 
Faktoren. “ 
§ 139. Wir schreiten nun zu dem multiplikativen Zusammen- 
fassungsgesetz, d. h. wir untersuchen, ob und in welchem Umfange 
PQR = P(QR) 
gesetzt werden kinne. Schon aus dem Satze in § 136 geht hervor, 
dass fiir das gemischte Produkt dreier Faktoren jenes Gesetz im All- 
gemeinen nicht gelte*); hingegen wollen wir zeigen, dass dasselbe 
fiir das reine Produkt im allgemeinsten Sinne gelte, dass also nach 
der in § 137 eingefiihrten Bezeichnung allemal 
P.Q.R=P.(Q.R) 
sei. Zuniichst leuchtet ein, dass, wenn die Giiltigkeit dieses Ge- 
setzes nachgewiesen ist fiir den Fall, dass P, Q, R reine Grissen 
sind, sie damit auch zugleich fiir den Fall, dass dieselben s&mmt- 
lich oder zum Theil Beziehungsgréssen sind, nachgewiesen sei. 
Denn nach dem vorigen Paragraphen hat man Beziehungsgréssen 
so mit einander zu multipliciren, dass man ihre eigenthiimlichen 
Werthe in Bezug auf ein und dasselbe Hauptmass mit einander 


*) Allerdings kénnen Fille aufgefiihrt werden, in welchen vermittelst 
des Satzes in § 136 unser Gesetz auch dann noch seine Anwendung findet ; 
allein diese Fille sind so vereinzelt, die Bedingungen, unter denen sie ein- 
treten, so zusammengesetzt, dass aus ihrer Aufzahlung der Wissenschaft kein 
Vortheil erwiichst. 
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multiplicirt und dem Produkte, gleichviel auf welcher Stelle, so oft 
das Hauptmass als Faktor hinzufiigt, als es in beiden Gréssen zu- 
sammen als Faktor enthalten war. Da man hiernach also in einem 
Produkte tiberhaupt jeden Faktor, der das Hauptmass darstellt, auf 
eine beliebige Stelle setzen und beliebig aus einer Klammer heraus 
oder in eine solche hineinriicken kann, so folgt, dass jenes Gesetz, 
wenn es fiir reine Gréssen gilt, es auch ftir Bezichungsgrissen, also 
allgemein gelte. Nun gilt es zunichst nach den Gesetzen der 
iusseren Multiplikation fiir aussere Produkte reiner Gréssen, also 
auch fiir aussere Produkte iiberhaupt. Es bleibt also nur zu be-’ 
weisen iibrig, dass es auch fiir das reine eingewandte Produkt reiner 
Grossen gelte. In diesem Falle kommt es darauf an zu zeigen, dass 
P, Q, R, wenn das eingewandte Produkt einen geltenden Werth hat, 
sich in den Formen ABC, ABD, ADC, darstellen lassen, so dass 
zugleich ABCD das Hauptsystem darstellt. Es seien die Erginz- 
zahlen der Groéssen P, Q, R beziehlich d, ¢, b, so ist die Erginzzabl 
des Produktes oder des den drei Faktoren gemeinschaftlichen Systemes 
A nach § 138 (am Schlusse) gleich der Summe jener Zahlen, also 
gleich b-+-c-++-d; und ist also a die Stufenzahl jenes gemeinschaft- 
lichen Systemes, so ist die des Hauptsystemes gleich a+ b-+-cd. 
Zwei der Faktoren, z. B. P und Q, werden nach demselben Satze 
ein System gemeinschaftlich haben, dessen Ergiinzzahl die Summe 
ist aus den Erginzzahlen jener Faktoren, also hier gleich e-+-d ist; 
also ist die Stufenzahl dieses gemeinschaftlichen Systemes gleich 
a-+-b; es wird somit dies System durch ein Produkt AB dargestellt 
werden kénnen, in welchem B von b-ter Stufe und von A unabhingig 
ist. Ebenso wird das dem P und R gemeinschaftliche System von 
(a +¢)-ter Stufe sein, und also eine von A unabhingige Grésse c-ter 
Stufe C in sich fassen. Und zwar muss dann C von AB unabhingig 
sein; denn wiire es davon abhingig, d. h. hatte C mit AB irgend eine 
Grésse gemeinschaftlich, so witirden die drei Faktoren P, Q; R diese 
Grosse, also eine von A unabhingige Griésse, gemeinschaftlich ent- 
halten, was mit der Annahme streitet. Somit sind nun der Grosse 
P drei von einander unabhingige Gréssen A, B, C untergeordnet, 
also auch ihr Produkt ABC. Es muss sich daher P als Produkt 
darstellen lassen, dessen einer Faktor ABC ist; da P aber selbst 
von (a-+-b-}-c)-ter Stufe ist, so wird der andere Faktor, den P 
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ausser ABC enthilt, von nullter Stufe, d. h. eine blosse Zahlengrosse 
sein, also P sich als Vielfaches von ABC darstellen lassen. Q und R 
endlich werden aus demselben Grunde einen von A unabhingigen 
Faktor D gemeinschaftlich haben, und so werden sich die Gréssen 
P, Q, RB beziehlich als Vielfache von ABC, ABD und ADC dar- 
stellen lassen; ja da fiir die Gréssen A, B, C, D nur die Systeme, 
welche durch sie dargestellt werden, bestimmt sind, sie selbst also 
beliebig gross angenommen werden kénnen, so wird man dieselben, 
wie leicht zu sehen ist, auch so annehmen kénnen, dass die Gréssen 
P, Q, R jenen Werthen gleich sind, also 
P.Q.R=ABC.ABD.ADC 

ist. Da das ganze Produkt, wie wir voraussetzten, einen geltenden 
Werth haben soll, also auch z. B. das Produkt ABC. ABD, so muss 
hier das nichstumfassende System, also ABCD, zugleich das Be- 
ziehungssystem sein. Es ist daher dies Produkt gleich ABCD . AB; 
also der ganze Ausdruck 

= ABCD.AB.ADC 

= ABCD.ABDC.A. 


Auf dieselbe Form nun lasst sich das andere Produkt P.(Q.R) 
bringen; denn Q.R oder ABD. ADC ist gleich ABDC. AD, also 


P.(Q.R)= ABC. (ABDC. AD). 


Da nun ABDC das Hauptsystem darstellt, so kénnen wir nach § 138 
die eigenthiimlichen Werthe unter sich multipliciren und ABDC als 
Faktor hinzufiigen. Wir erhalten aber ABC.AD gleich ABCD. A, 
also ist der obige Ausdruck 
= ABCD.ABDC.A. 

Da also die beiden Produkte P.Q.R und P.(Q.R) demselben 
Ausdrucke gleich sind, so sind sie auch unter sich gleich. Wir 
nahmen bei dieser Beweisfiihrung an, dass die Produkte einen gelten- 
den Werth hatten. Nun konnen sie aber auch nur gleichzeitig 
null werden, weil nach § 138 das Nullwerden dann und nur dann 
eintritt, wenn das den Faktoren gemeinschaftliche System von héherer 
Stufe ist, als die Summe der Erginzzahlen betragt, und dies bei 
beiden Produkten nur gleichzeitig eintreten kann. Also bleibt auch 
fiir diesen Fall die Gleichheit beider Produkte bestehen. Das Gesetz 
gilt daher allgemein fiir reine Gréssen, also muss es nun auch, wie 
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wir oben sahen, fiir Beziehungsgréssen gelten; so dass allgemein fiir 
die reine Multiplikation iiberhaupt 

P.Q° R= P.(Q. RB) 
ist. Da nun endlich das Zusammenfassungsgesetz, wenn es fiir drei 
Faktoren gilt, auch fiir beliebig viele gelten muss (§ 3), so ergiebt 
sich der allgemeine Satz: 

»Die Faktoren eines reinen Produktes lassen sich beliebig zu- 

sammenfassen. “ 

§ 140. Fiir die Addition der Beziehungsgréssen bietet sich 
das allgemeine multiplikative Beziehungsgesetz als begriffsbestimmend 
dar. Man hat dann nur beide auf die Form der Unterordnung zu 
bringen. Auf diese Form gebracht, erscheinen dann beide als 
summirbar, wenn einestheils das Hauptmass in beiden gleichvielmal 
als Faktor erscheint, und anderntheils die Gréssen selbst eine gleiche 
Stufenzahl haben; und zwar werden sie dann addirt, indem man die 
eigenthiimlichen Werthe addirt, und der Summe das Hauptmass so 
oft als Faktor hinzufiigt, als es in jedem der Produkte als Faktor 
enthalten war *). Das allgemeine Beziehungsgesetz ist, dass 

P.(Q+R)=P.Q+P.R, 
und 

(Q+R).P=Q.P-+R.P 
sei. Die Giiltigkeit desselben haben wir zunichst nur fiir den Fall 
nachzuweisen, dass die Gréssen P, Q, R reine sind; indem das 
Hinzutreten beliebiger Faktoren, die das Hauptmass darstellen, auf 
welches sich die Gréssen beziehen, nichts indern kann. Wir nehmen 
daher zuerst an, P, Q, R seien reine Gréssen. Es sei, um die Stiicke 
der Summe 

P.Q+P.R 

auf die Form der Unterordnung zu bringen, Q==AB, wo A dem 
P untergeordnet ist, PB aber das Hauptsystem darstellt, auf welches 
sich die Multiplikation bezieht, und gleich H gesetzt werden mag, 
und eben so sei R== CD, wo C dem P untergeordnet ist und PD das 
Hauptsystem darstellt. Da hier D beliebig gross angenommen wer- 


*) Diese Bestimmung dient. eben als Definition, indem wir unter der 
Summe zweier Beziehungsgréssen die auf die angegebene Weise gebildete 


Summe verstehen. 
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den kann (indem © dann nur im umgekehrten Verhiltnisse wie D 
geiindert werden muss), so kann man es so annehmen, dass 
PD=PB=H 
wird. Dann ist 
P.Q+P.R=HA+HC—H(A+ 0), 
letzteres nach der Definition. Auf dieselbe Form nun kénnen wir 
auch P.(Q-++R) bringen. Namlich da PD gleich PB ist, so folgt, 
dass D auch gleich B plus einer von P abhiingigen Grosse, die wir 
K nennen wollen, gesetzt werden kénne; somit ist R, was gleich CD 
gesetzt war, gleich C(B-+K), oder gleich CB-+-CK. Also ist 
P.(Q+R)=P.(AB-+ CB-+-CK). 
Da hier K von P abhingig ist, CK also von P in einem héheren 
Grade abhingt als CB, so kann es mit P kein geltendes Produkt 
liefern, kann also nach § 125 weggelassen werden. Ks ist also der 
obige Ausdruck 
= P.(AB-+ CB) 
=P.(A-+C)B. 
Da hier A und C, also auch (A-+ C) dem P untergeordnet sind, PB 
aber oder H das Hauptsystem darstellt, so ist der letzte Ausdruck 
wieder 
=H(A-+C). 
Also sind die beiden zu vergleichenden Ausdriicke P .(Q-++ R) und 
P.Q-+P.R demselben dritten Ausdrucke gleich, also auch beide 
unter sich gleich. Kommt nun ferner zu P das Hauptmass mehrmals, 
etwa m mal, als Faktor hinzu, und eben so auch zu Q und R, zu 
den letzteren aber gleichvielmal, damit sie summirbar bleiben, etwa 
n mal; so ist das so gut, als kime H zu jedem von den beiden Aus- 
driicken (m-+-n) mal als Faktor hinzu, also bleiben sie gleich, wenn. 
sie es vorher waren. Da nun endlich dasselbe sich auch von den 
beiden Ausdriicken (Q-++ R).P und Q.P-+R.P sagen lasst, so 
folgt, dass das multiplikative Beziehungsgeseta auch fiir diese neuen 
Arten der Addition und Multiplikation ganz allgemein gilt. Somit 
gelten nun auch alle Gesetze, die darauf gegriindet sind, d. h. 
»Alle Gesetze, welche die Beziehung der Multiplikation und 
Division zur Addition und Subtraktion ausdriicken, gelten noch 
immer allgemein fiir jede Art der Addition und Multiplikation 
die bisher festgestellt ist. “ 
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$141. Fir die Division*) ergiebt sich sogleich, dass sie nur 
dann real ist, wenn Divisor und Dividend einander eingeordnet sind, 
d. h. wenn entweder der Divisor dem Dividend untergeordnet. ist, 
oder dieser jenem. Im ersteren Falle ist die Division eine dussere, 
im letzteren eine eingewandte; wenn daher beide Falle zugleich 
eintreten, d. h. wenn Divisor und Dividend eimander gleichartig 
sind, so kann die Division sowohl als dussere, wie auch als einge- 
wandte aufgefasst werden. Und zwar gelten diese Bestimmungen 
nicht nur, wenn die mu verkniipfenden Grossen reine Gréssen, sondern 
auch wenn sie Beziehungsgrissen sind. In dem letzteren Falle 
kommt es dann darauf an, dass die eigenthiimlichen Werthe in der 
angegebenen Beziehung stehen, wihrend das Hauptsystem, auf welches 
sich beide Gréssen beziehen, dasselbe ist. Hierbei kann dann der 
Fall. eintreten, dass das Hauptmass im Divisor 6fter als im Dividend 
als Faktor vorkommt; der Quotient erscheint dann als eine reine 
Grésse, welche mehrmals durch das Hauptmass dividirt ist, oder 
welche mit einer Potenz des Hauptmasses multiplicirt ist, deren 
Exponent negativ ist. Wir fassen daher auch diese neue Grésse 
als Beziehungsgrésse auf, und nennen den Exponenten derjenigen 
Potenz des Hauptmasses, mit welcher der eigenthiimliche Werth 
einer Beziehungsgrésse durch Multiplikation verbunden ist, den Grad 
der Beziehungsgrisse. Es ist somit die neue Grésse eine Beziehungs- 
grosse, deren Grad negativ ist, wiihrend der Grad der vorher be- 
trachteten positiv war, und auch die reine Grosse kann nun als 
Beziehungsgrésse nullten Grades aufgefasst werden. Hierbei muss 
ich noch bemerken, dass die Grdssen nullter Stufe, und die das 
Hauptsytem darstellenden Grissen, d. h. die Gréssen o-ter und h-ter 
Stufe (wenn b die Stufenzahl des Hauptsystems ist) auf eine zwie- 
fache Weise aufgefasst werden koénnen. Nimlich ,eine Grosse 
nullter Stufe und n-ten Grades kann als Grésse h-ter Stufe und 
(n—1)ten Grades aufgefasst werden“, indem man den eigenthiimlichen 
Werth jener Grésse, welcher eine blosse Zahlengrosse ist, mit emmem 
der Faktoren, welche das Hauptmass darstellen, multiplicirt denkt, 
und dies Produkt als eigenthiimlichen Werth jener Grésse auffasst, 
wodurch natiirlich der Grad derselben um 1 abnimmt. Eben so 


*) Vergleiche die Anmerkungen zu Seite 7 und 12. (1877.) 
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kann umgekehrt ,,jede Grésse h-ter Stufe und n-ten Grades als Grésse 
nullter Stufe und (n-+1)ten Grades aufgefasst werden.“ Im All- 
gemeinen wollen wir es vorziehen, eine solche Grosse als Grosse 
null-ter Stufe zu betrachten. — Es kommt uns nun darauf an, die 
Hindeutigkeit des Quotienten zu untersuchen. Es sei zu dem Ende 
A der Dividend, B der Divisor als erster Faktor, C ein Werth des 
Quotienten, so dass 
B.C=A 


A ! 
ist, und der Quotient in der Form Bb erscheint. Jeder Werth nun, 


welcher statt C gesetzt jener Gleichung geniigt, wird auch als ein 
besonderer Werth dieses Quotienten aufgefasst werden kénnen. Jeder 
solehe Werth wird aus dem Werthe C durch Addition erzeugt werden 
kénnen, und zwar muss dann das zu C hinzuaddirte Stiick mit B 
multiplicirt null geben, wenn das Produkt gleich A bleiben soll, und 
jedes solche hinzuaddirte Stiick wird auch das Produkt gleich A 
lassen; nun kénnen wir ein solches Stiick, was mit B multiplicirt 0 


0 
giebt, allgemein mit "7 bezeichnen, und daher sagen, wenn C ein 


besonderer Werth des Quotienten ist, und B der Divisor, so sei der 
vollstindige Werth des Quotienten gleich 


0 
c+ BR 
wie wir dies schon fiir die dussere Division in § 62 dargethan haben. 
2, ialetey : 0 
Doch miissen wir hierbei stets festhalten, dass hier unter Bb zugleich 


eine mit C addirbare Grosse verstanden sein muss, d. h. eine Grosse, 
welche mit C von gleicher Stufe und gleichem Grade ist. . Hs wird 
also der Quotient eindeutig sein, wenn unter dieser Voraussetzung 


Quay 2 
Rp jedesmal 0 ist, d. h. es keine andere Grisse dieser Art X giebt, 


die mit B multiplicirt null giebt, als null selbst. Da das Produkt 
einer Grésse nullter Stufe, welche selbst nicht null ist, oder einer 
Grésse, die das Hauptsystem darstellt, jedesmal einen geltenden 
Werth liefert, wenn der andere Faktor einen geltenden Werth hat, 
so folgt, dass wenn B einen geltenden Werth hat und zugleich ent- 
weder B selbst oder auch X eine Grésse nullter oder h-ter Stufe ist, 
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allemal X null sein miisse, wenn B.X null sein soll. Es wird also 
auch in diesem Falle der Quotient eindeutig sein. Aber auch in 
keinem andern. Denn wenn beide Gréssen B und X von mittlerer 
Stufe sind, d. h. wenn ihre Stufenzahlen zwischen 0 und h liegen, 
so wird X, ohne dass es null wird, stets so angenommen werden 
kénnen, dass B und X von einander abhingig sind, und ihr nachst- 
umfassendes System doch nicht das Hauptsystem selbst ist; es wird 
also alsdann nach § 128 einen geltenden Werth fiir X geben, dessen 
Produkt mit B null giebt, d. h. es wird dann der Quotient nicht ein- 
deutig sein. Ist der Divisor null, so wird, da null mit jeder Grosse, 
die wir bisher kennen gelernt haben, zum Produkte verkniipft null 
giebt, auch der Dividend null sein mtissen, wenn der Quotient eine 
der bisher entwickelten Gréssen sein soll, und zwar wird dann jede 
dieser Gréssen als ein besonderer Werth des Quotienten aufgefasst 
werden kénnen. Ist der Dividend aber eine Grésse von geltendem 
Werthe, wihrend der Divisor null ist, so erscheint der Quotient als 
eine Grésse von ganz neuer Gattung, die wir als unendliche Grésse: 
bezeichnen kénnen, wihrend die bisher betrachteten als endliche er- 
schienen. Fassen wir nun die so eben gewonnenen Ergebnisse zu- 
sammen, indem wir zugleich bedenken, dass wenn C von 0-ter oder 
n-ter Stufe ist, Dividend und Divisor gleichartig sind; so gelangen 
wir zu dem Satze: 
»Der Quotient stellt dann und nur dann einen einzigen, end- 
lichen Werth dar, wenn der Divisor von geltendem Werthe 
ist, und zugleich entweder selbst als Grésse null-ter Stufe dar- 
gestellt werden kann*), oder dem Dividend gleichartig ist. 
Sind Dividend und Divisor null, so ist der Quotient jede be- 
liebige endliche Grésse. Ist der Divisor null, der Dividend 
nicht, so ist der Quotient unendlich. In jedem andern Falle, 
d. h. wenn der Divisor nicht null ist und zugleich Divisor und 
Quotient beide von mittlerer Stufe sind, ist der Quotient nur 
partiell bestimmt, und zwar erhalt man dann aus einem besondern 
Werthe des Quotienten den allgemeinen, indem man den all- 
gemeinen Ausdruck einer Grésse, die mit dem Divisor multiplicirt 
null giebt, hinzuaddirt. “ 


*) Denn auch die Grésse n-ter Stufe kann, wie wir oben sahen, als 
Griésse null-ter Stufe dargestellt werden, 
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Ein besonderes Interesse gewihren hier noch solche Ausdriicke, 
deren Dividend die Einheit ist, wihrend der Divisor eine Grésse von 


1 ) 
geltender Stufe darstellt, z. B. der Quotient a Ist hier abed oder 


H das Hauptmass, so ist 
1 1 0 
a (9 tap)? 
wor jede von ab abhingige Grosse zweiter Stufe darstellt. 

§ 142. Um die Analogie zwischen der dusseren Multiplikation 
und der reinen eingewandten Multiplikation zu vollenden, bleibt uns 
noch eine Betrachtung tibrig. Néamlich es liessen sich bei der dusseren 
Multiplikation alle Gréssen héherer Stufen als Produkte der Gréssen 
erster Stufe darstellen, und die Gesetze ihrer Verkniipfung liessen sich 
aus den Verkniipfungsgesetzen ftir Gréssen erster Stufe auf rein 
formelle Weise ableiten. Den Grissen erster Stufe entsprechen nach , 
§ 138 bei der eingewandten Multiplikation Gréssen, deren Hrginzzahl 
eins ist, d. h. Gréssen (h—1)-ter Stufe, wenn das Beziehungssystem 
fiir alle Gréssen und Produkte dasselbe, und zwar ein System von 
h-ter Stufe ist. Durch ihre Multiplikation entstehen nach § 138 
Gréssen, deren Erginzzahlen die Hinheit iibertreffen, d. h. also deren 
Stufenzahlen kleiner sind als (h—1). Es kommt daher, um die voll- 
stindige Analogie nachzuweisen, nur darauf an, die Analogie der 
Gesetze fiir diese Griéssen erster und (h—1)-ter Stufe darzuthun. 
Die Identitit dieser Gesetze, sofern sie nur die allgemeinen Ver- 
kniipfungsgesetze der vier Grundrechnungen (Addition , Subtraktion, 
Multiplikation, Division) darstellen, haben wir nachgewiesen. Auch 
haben wir gezeigt, dass die Gesetze der dusseren Multiplikation als 
solcher, sobald sie nur auf den Begriff der Stufenzahl und des ge- 
meinschaftlichen Systemes zuriickgehen, auch fiir die eingewandte 
auf ein festes Hauptsystem beztigliche Multiplikation gelten, wenn 
man statt des Begriffs der Stufenzahl den der Erginzzahl, und statt 
des Begriffs des gemeinschaftlichen Systems den des niichstumfassen- 
den einfiihrt und umgekehrt. Sofern daher der Begriff der Ab- 
hingigkeit, auf den alle besonderen Gesetze der ausseren Multiplikation, 
als auf ihre Wurzel, gegriindet sind, durch den des gemeinschaft- 
lichen oder nichstumfassenden Systemes bestimmt ist, werden die 
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Gesetze der iusseren Multiplikation sich auch auf die reine einge- 
wandte nach jenem Princip tibertragen lassen. Aber der Begriff 
der Abhingigkeit, welcher zuerst bei Gréssen erster Stufe hervortrat, 
wurde urspriinglich ganz anders bestimmt, und viele spiter ent- 
wickelten Gesetze griinden sich auf diese urspriingliche Bestimmung. 
Namlich es wurde urspriinglich eine Grosse erster Stufe dann als ab- 
hingig von einer Reihe solcher Gréssen dargestellt, wenn sich jene 
als Summe von Stiicken ausdriicken lassen, welche diesen gleichartig 
sind, oder, wie wir es spiterhin ausdriickten, wenn sich jene als 
Vielfachensumme von diesen darstellen lasst; und so nannten wir 
iiberhaupt mehrere Gréssen erster Stufe von einander abhingig, wenn 
sich eine derselben als Vielfachensumme der tibrigen darstellen lisst, 
‘und erst daraus folgte dann vermittelst des urspriinglichen Begrifts 
des Systemes, dass n Gréssen erster Stufe dann und nur dann von 
einander abhingig sind, wenn sie von einem Systeme von niederer 
als der n-ten Stufe umfasst werden, und vermittelst des Begriffs der 
Husseren Multiplikation, dass das Produkt abhingiger Grissen, aber 
auch nur ein solches, null sei. Wir miissen daher zu jener ur- 
spriinglichen Bestimmung auf unserm Gebiete das analoge suchen. 
Wenn zuerst in einem Systeme n-ter Stufe n Grossen erster Stufe 
gegeben waren, deren dusseres Produkt nicht null ist, so zeigte sich, 
dass jede andere Grosse erster Stufe , die diesem Systeme angehort, 
sich als Vielfachensumme jener ersteren darstellen lasst. Der ana- 
loge Satz wiirde hier lauten: ,Wenn in einem Systeme n-ter Stufe 
n Gréssen (an—1)-ter Stufe gegeben sind, deren eingewandtes auf jenes 
System beztigliche Produkt nicht null ist, so lasst sich jede andere 
Grosse (n—1)ter Stufe, welche diesem Systeme angehirt, als Viel- 
fachensumme der ersteren darstellen.“ Der Beweis dieses Satzes 
ergiebt sich aus § 138. Namlich nach dem angefiihrten Para- 
graphen werden je (a—1) von den n Faktoren , welche die im Satze 
ausgesprochene Beschaffenheit haben , als gemeinschaftliches System 
ein System erster Stufe haben, wihrend alle n Faktoren kein System 
von geltender Stufe gemeinschaftlich haben dtirfen, wenn das Pro- 
dukt einen geltenden Werth haben soll. Es wird also im Ganzen 
n solcher Systeme erster Stufe geben, wovon immer je (n—1) einem 
der n Faktoren untergeordnet sind. .Diese n Systeme erster Stufe 


miissen aber von einander unabhingig sein; denn ware eins derselben 
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von den iibrigen (n—1) abhingig, so miisste es in dem durch sie be- 
bedingten Systeme liegen (nach dem urspriinglichen Begriffe des 
Systems); es sind aber diese tibrigen einem der n Faktoren unterge- 
ordnet, folglich miisste auch jenes erste System diesem Faktor unter- 
geordnet sein; es ist aber jenes erste System das den tibrigen (n—1) 
Faktoren gemeinschaftliche System, folglich wiirde dies System allen 
n Faktoren gemeinschaftlich sein, also das Produkt nach § 138 null 
sein gegen die Voraussetzung. Es sind also in der That jene n 
Systeme erster Stufe von einander unabhingig. Nehmen wir nun 
n beliebige Gréssen erster St. an, welche diesen Systemen angehdren, 
und also gleichfalls von einander unabhingig sind, so wird zuerst 
jeder der gegebenen n Faktoren, da ihm (n—1) jener Gréssen erster 
Stufe untergeordnet sind, und er selbst von (n—1)-ter Stufe ist, sich 
als Vielfaches von dem dusseren Produkte jener Grissen darstellen 
lassen, ferner wird jede Griésse erster Stufe, welche dem Haupt- 
systeme (n-ter Stufe) angehért, sich als Vielfachensumme jener n 
Gréssen erster Stufe, also auch jede Grosse (n—1)-ter Stufe, die 
jenem Hauptsysteme angehért, sich als dusseres Produkt aus (n—1) 
solchen Vielfachensummen darstellen lassen. Das Produkt dieser 
(n—1) Vielfachensummen verwandelt sich aber beim Durchmulti- 
pliciren in eine Vielfachensumme von dusseren Produkten zu (n—1) 
Faktoren aus jenen n Grossen erster Stufe, folglich auch, da diese 
Produkte den n gegebenen Faktoren gleichartig sind, in eine Viel- 
fachensumme dieser Faktoren. Wir haben also den oben ausge- 
sprochenen Satz bewiesen. Doch ist damit noch nicht unsere Aufgabe 
gelést. Vielmehr beruhte das Wesen der dusseren Multiplikation 
als dusserer auf dem Satze, dass ein Produkt von Gréssen erster 
Stufe dann und nur dann null sei, wenn sich eine derselben als Viel- 
fachensumme der iibrigen darstellen liess; und ehe wir diesen Satz 
nicht auf unser Gebiet tibertragen haben, ist die Analogie noch nicht 
vollstindig. Dass ein Produkt von Gréssen (n—1)-ter Stufe dann 
allemal null sei, wenn eine derselben als Vielfachensumme der andern 
darstellbar ist, erhellt sogleich aus dem Gesetze des Durchmultipli- 
cirens, wenn man zugleich festhalt, dass das Produkt zweier gleich- 
artiger Gréssen (n—1)-ter Stufe null ist. Um zu beweisen, dass 
das Produkt auch nur dann null sei, wenn sich einer der Faktoren 
als Vielfachensumme der andern darstellen lasst, miissen wir zeigen, 
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dass, wenn zu einem geltenden Produkt von m Faktoren (n—1)-ter 
Stufe in einem Hauptsysteme n-ter Stufe ein Faktor derselben 
(n—1)-ten Stufe hinzutritt, welcher das Produkt null macht, sich 
dieser als Vielfachensumme der ersteren darstellen lisst. Dass ein 
Produkt aus mehr als n Faktoren dieser Art null wird, liegt schon 
in dem allgemeinen Satze § 138, ergiebt sich aber auch schon so- 
gleich aus dem vorher bewiesenen Satze, Wenn ferner zu n solchen 
Faktoren, deren Produkt einen geltenden Werth hat, ein Faktor der- 
selben Stufe hinzukommt, so wird dieser einestheils das Produkt 
immer null machen, anderntheils sich als Vielfachensumme jener n 
Faktoren darstellen lassen, wie wir oben zeigten. Es bleibt uns also, 
um den Beweis unseres Satzes zu fiihren, nur der Fall zu beriick- 
sichtigen iibrig, dass die Anzahl der Faktoren (m) kleiner ist, als die 
Stufe des Hauptsystemes (n). In diesem Falle kénnen wir zur 
Fiihrung des Beweises (1—m) Faktoren (n—1)-ter Stufe zu Hiilfe 
nehmen, welche mit den gegebenen m Faktoren ein Produkt von 
geltendem Werthe liefern. Dann wird sich der Faktor (n —1)-ter 
Stufe, welcher zu dem Produkt der m gegebenen Faktoren (P) hinzu- 
treten und dasselbe null machen soll, nach dem vorher bewiesenen 
Satze als Vielfachensumme der simmtlichen n Gréssen, deren Pro- 
dukt geltenden Werth hat, darstellen lassen, d. h. als Summe, deren 
eines Stiick (A) eine Vielfachensumme der gegebenen m Faktoren, 
und deren anderes Stiick (B) eine Vielfachensumme der zu Hilfe 
genommenen Faktoren ist, und zu beweisen bleibt, dass dies zweite 
Stiick null sei. Multipliciren wir nun das Produkt der m gegebenen 
Faktoren P mit dieser Summe (A+B), so kinnen wir das erste 
Stiick (A) weglassen, da es als Vielfachensumme von den ersten m 
Faktoren erscheint, also mit ihnen multiplicirt null giebt. Da nun 
das Produkt jener Summe und der m gegebenen Faktoren null be- 
tragen sollte, alsoP. (A-+-B)=0 sein sollte, so folgt jetat, dass das 
Produkt ihres zweiten Stiickes in diem gegebenen Faktoren auch null 
sein miisse; also 
P.B=0. 

Dies zweite Stiick B ist aber eine Vielfachensumme der zu Hiilfe 
genommenen (n—m) Faktoren; und wir kénnen zeigen, dass die 
Koefficienten dieser Vielfachensumme simmtlich null betragen miissen, 
sie selbst also null sei. Zu dem Ende multiplicire man statt mit 
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der Vielfachensumme B mit ihren Stiicken, so erhalt man eine Viel- 
fachensumme mit denselben Koefficienten, und zwar enthilt jedes 
Glied ausser den m gegebenen Faktoren einen von den zu Hiilfe 
genommenen. Um nun zu beweisen, dass der Koefficient zu irgend 
einem solchen Gliede null sei, hat man nur noch mit denjenigen 
(n—m—1) von den zu Hiilfe genommenen Faktoren, welche diesem 
Gliede fehlen, beide Seiten der obigen Gleichung, oder vielmehr 
deren Glieder zu multipliciren, so ist klar, dass dann alle jene Glieder 
ausser dem einen wegfallen, und die Gleichung dann aussagt, dass 
dies Glied, also auch sein Koefficient null sei. Es sind somit simmt- 
liche Koefficienten der Vielfachensumme B null, also sie selbst null ; 
also der hinzutretende Faktor, welcher gleich A+B gesetzt war, 
gleich A, d. h. eine Vielfachensumme der m gegebenen Faktoren, was 
wir beweisen wollten. Fassen wir daher die gewonnenen Resultate 
zusammen, so gelangen wir zu dem Satze: 


,Hin Produkt von Gréssen (n— 1) ter Stufe in Bezug auf ein 
Hauptsystem n-ter Stufe ist dann und nur dann null, wenn 
sich eine derselben als Vielfachensumme der iibrigen darstellen 
lasst. “ 


Durch dies Gesetz ist nun die Analogie zwischen eingewandter 
und dusserer Multiplikation, sobald das Beziehungssystem ein und 
dasselbe ist und zugleich das Hauptsystem darstellt, dem alle in 
Betracht gezogenen Griéssen angehéren, vollendet. Und alle Ge- 
setze der ausseren Multiplikation, so weit die nachgewiesene Ana- 
logie reicht, d. h. welche auf die allgemeinen Verkntipfungsbegriffe, 
oder auf die Begriffe von Ueberordnung und Unterordnung der 
Groéssen und auf die Stufenzahlen zurtickgeht, werden in analoger 
Form, indem man nimlich die Begriffe der Ueberordnung und Un- 
terordnung vertauscht, den Begriff der Stufenzahlen aber durch den 
der Erginzzahl ersetzt, auch fiir die eingewandte auf das Haupt- 
system beziigliche Multiplikation gelten. Und da auch das Hinzu- 
fiigen von Faktoren, die das Hauptsystem darstellen, wenn es nur 
in allen Gliedern einer Gleichung gleich vielmal geschieht, die 
Gleichung nicht aindert, so bestehen jene Gesetze auch noch, wenn 
man statt der reinen Gréssen die Beziehungsgréssen setzt, deren 
Beziehungssystem gleichfalls das Hauptsystem ist. 
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§ 143.*) Nachdem ich nun die vollkommene Analogie zwischen 
dusserer und eingewandter Multiplikation dargethan habe, will ich 
noch auf eine Erweiterung der bisherigen Betrachtungsweise auf- 
merksam machen. Hat man nimlich mehrere Griéssen, welche dem- 
selben Systeme a-ter Stufe tibergeordnet und demselben Systeme 
(a+b) ter Stufe untergeordnet sind, so kann man dieselben als 
Produkte darstellen, deren einer Faktor (A) von a-ter Stufe und in 
allen derselbe ist, wahrend die andern Faktoren demselben Systeme 
b-ter Stufe, B, welches von A unabhingig ist, angehéren. Dann 
leuchtet sogleich ein, dass jede Zahlenrelation, welche zwischen 
diesen Faktoren, die dem Systeme B angehéren, statt findet , auch 
zwischen den urspriinglichen Gréssen (da sie durch Multiplikation 
der letzteren mit A hervorgehen) herrschen miisse, und umgekehrt, 
dass jede Zahlenrelation, welche zwischen diesen letzteren herrscht, 
auch zwischen den ersteren herrschen miisse (da man nach § 81 
in den Gleichungen, welche jene Zahlenrelation darstellen, den Fak- 
tor A weglassen darf). Nehmen wir namentlich Gréssen (a +- 1) ter 
Stufe an z. B. Ac, Ad,...., wo, d,.... dem Systeme B angehoren, 
so werden zwischen Ac, Ad,... dieselben Zahlenrelationen herrschen, 
wie zwischen ec, d,... und umgekehrt. Setzt man daher den Begriff 
des Produktes soleher Gréssen Ac, Ad,.... so fest, dass es null wird, 
wenn das Produkt der entsprechenden Grossen ¢, d,.... es wird; so 
wird man nun alle Begriffe und Gesetze von Gréssen erster Stufe in 
einem Systeme b-ter Stufe, also auch alle Begriffe und Gesetze von 
Gréssen hoherer Stufen in einem solchen Systeme, auf jene Grossen 
(a+-1) ter Stufe, und die daraus auf gleiche Weise erzeugten Grossen 
tibertragen konnen. Hierdurch entwickelt sich eine Reihe neuer 
Begriffe, von denen ich die wichtigsten hier kurz zusammenstellen 
will. Wir kénnen die Vereinigung zweier solcher Systeme, von 
denen das eine dem andern untergeordnet ist, ein Doppelsystem 
nennen, und sagen, eine Grosse sei diesem Doppelsystem eingeordnet, 
wenn sie dem einen der beiden Systeme, aus denen das Doppelsystem 
besteht, iibergeordnet, dem andern untergeordnet ist. Wir kénnen 
das hdhere von den beiden Systemen, aus denen das Doppelsystem 


*) Auch die hier angedeutete Erweiterung des Begriftes ist in der 
Ausg. von 1862 von mir aufgegeben worden. (1877.) 
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besteht, das Obersystem, das niedere das Untersystem nennen. Dann 
zeigt sich, wie ein auf ein Doppelsystem beziigliches Produkt zweier 
geltenden Werthe, die dem Doppelsystem eingeordnet sind, allemal 
dann, aber auch nur dann null ist, wenn das den beiden Faktoren 
gemeinschaftliche System von héherer Stufe als das Untersystem, 
und zugleich das sie zunichst umfassende von niederer Stufe als das 
Obersystem ist, dass ferner ein Produkt von geltendem Werthe in 
Bezug auf jenes Doppelsystem als dusseres erscheint, wenn das den 
Faktoren gemeinschaftliche System das Untersystem ist, und als ein 
eingewandtes, wenn das sie zunichst umfassende System das Ober- 
system ist, und dass endlich ein solches Produkt zugleich als ausseres 
und eingewandtes aufgefasst werden kann, wenn beide Bedingungen 
zugleich erfiillt sind. Zugleich erweitert sich hierdurch der Begriff 
der Beziehungsgrésse, indem diese nun in der Form der Unterord- 
nung als Produkt von Gréssen erscheinen kann, welche 3 verschie- 
dene einander eingeordnete Systeme darstellen, von denen die erste 
das Obersystem, die letzte das Untersystem, und die mittlere das 
eigenthiimliche System der Grosse ist. Um daher den eigenthiim- 
lichen Werth einer solchen Beziehungsgrésse aufzufassen, werden 
zwei Masse erforderlich sein, von denen das eine dem Obersystem, 
das andere dem Untersysteme zugehért; und nur in Bezug auf ein 
solches Doppelmass wird diese neue Beziehungsgrésse einen be- 
stimmten eigenthtimlichen Werth darbieten. Da auch die Be- 
ziehungsgréssen, welche sich auf ein einfaches System beziehen, 
als auf ein Doppelsystem beziigliche angesehen werden kénnen, 
dessen Untersystem von nullter Stufe ist, so zeigt sich, dass die 
neu gewonnene Grdssengattung von allgemeinerer Natur ist und 
jene erstere als besondere Gattung unter sich begreift. Da ferner 
die Beziehungsgréssen als allgemeinere Gréssengattung zu den reinen 
Elementargréssen, und diese wieder als allgemeinere Grissen- 
gattung zu den reinen Ausdehnungsgréssen auftraten, so bilden die 
Beziehungsgréssen tiberhaupt die allgemeinste Grissengattung, zu 
welcher wir auf dieser Stufe gelangen. Da zugleich auch die reine 
Multiplikation als die allgemeinste Multiplikationsweise sich darstellt, 
bei welcher noch die allgemeinen multiplikativen Gesetze und nament- 
lich auch das Zusammenfassungsgesetz fortbesteht, so erscheint hier 
die theoretische Darstellung dieses Theils der Ausdehnungslehre als 
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vollendet, insofern man nicht auch die Multiplikationsweisen in 
Betracht ziehen will, fiir welche das Zusammenfassungsgesetz nicht 
mehr gilt.*). Wir schreiten daher zu den Anwendungen, und be- 
halten dem folgenden Kapitel nur noch die specielle Behandlung der 
Verwandtschaftsverhiltnisse vor, welche am geeignetsten erscheint, 
um die in diesem Theile gewonnenen Ergebnisse in einander zu 


verflechten, und ihre gegenseitigen Beziehungen ans Licht treten 
zu lassen. 


§ 144. Zunichst ergeben sich aus dem allgemeinen Begriffe 
fiir die Geometrie folgende Resultate: Das Produkt zweier Linien- 
gréssen in der Ebene ist der Durchschnittspunkt beider Linien, ver- 
bunden mit einem Theil jener Ebene als Faktor; sind z. B. ab und 
ac, wo a, b, c Punkte vorstellen, die beiden Liniengréssen, so ist 
ihr Produkt abe.a; ferner das Produkt dreier Liniengréssen in der 
Ebene ist gleich dem zweimal als Faktor gesetzten doppelten Flachen- 
inhalt des von den Linien eingeschlossenen Dreiecks, multiplicirt 
mit dem Produkt der drei Quotienten , welche ausdriicken, wie oft 
jede Seite in der zugehérigen Liniengrésse enthalten ist; denn 
sind a, b, c jene 8 Punkte, und mab, nac, pbe, wo m, n, p Zahl- 
gréssen sind, die drei Liniengréssen, so ist das Produkt derselben 
gleich 

mup . abc. abe. 


Das Produkt zweier Plangréssen im Raume ist ein Theil der Durch- 
sehnittskante multiplicirt mit emem Theil des Raumes, z. B. abe. abd 
= abed.ab, ferner das Produkt dreier Plangréssen ist der Durch- 
schnittspunkt der drei Ebenen multiplicirt mit zwei Theilen des 
Raumes z. B. abe.abd.acd==abed.abed.a. Das Produkt von 
vier Plangréssen stellt 3 als Faktoren verbundene Theile des Raums 
dar, z. B. mabe.nadb. paced. qbed = mnpq.abed.abced.abed. Dies 
letzte Produkt wird null, wenn eine der Grissen m...q es wird, 
oder wenn der eingeschlossene Korperraum null wird, d. h. die 4 
Ebenen sich in einem Punkte scheiden, wie dies auch schon im Be- 
griff liegt. Das Produkt einer Liniengrésse und einer Plangrésse ist 


*) Wie solche Produkte, welche allerdings auch eine mannigfache An- 
wendung gestatten, zu behandeln seien, habe ich am Schlusse des Werkes 
_anzudeuten gesucht. 
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ein Theil des Raumes multiplicirt mit dem Durchschnittspunkt, 
z. B. ab.acb = abed.a. 


Ich habe oben (§ 118) die Methode, die Kurven und Ober- 
flichen durch Gleichungen darzustellen, mit unserer Wissenschaft 
in Beziehung gesetzt, und gezeigt, wie z. B. eine Oberfliche als 
geometrischer Ort eines Punktes dargestellt werden kann, zwischen 
dessen Zeigern (in Bezug auf irgend ein Richtsystem) eine Glei- 
chung statt findet; ich habe dort gezeigt, wie die Oberfliche auch 
als Umhiille einer verinderlichen Ebene oder vielmehr Plangrésse 
dargestellt werden kann, zwischen deren Zeigern eine Gleichung 
n-ten Grades statt findet, und ich habe dort angedeutet, dass die 
umhiillte Oberfliiche dann eine Oberfliiche n-ter Klasse sei; dies 
hangt davon ab, dass die Gleichung zwischen den Zeigern einer 
verinderlichen Ebene, welche einen festen Punkt umhiillt, dann von 
erstem Grade ist. In der That ist a dieser Punkt und P die 
Ebene, so hat man sogleich fiir den Fall, dass P durch a geht, die 
Gleichung 


Pias 
Sind A, B, C, D die vier Richtmasse dritter Stufe, als deren Viel- 
fachensumme P erscheint, und wird einer der Zeiger z. B. der von 
D=1 gesetzt (was immer, da es auf den Masswerth*) von P nicht 
ankommt, verstattet ist), und ist 
P=xA+yB+-2C+D, 
so erhilt man 
O= Pa=xAa- yBa+2Ca-+t Da, 
was eine Gleichung ersten Grades ist; somit erscheint, wie es sein 
muss, der Punkt als Oberfliche erster Klasse. Will man die Glei- 
chung eines Punktes aufstellen, der durch 3 feste Ebenen bestimmt 
ist, oder, was dasselbe ist, will man die Bedingung aufstellen, unter 
welcher eine Ebene P mit drei andern A, B, C durch denselben 
Punkt geht, so hat man sogleich 
PL ALB. C0; 
eine Gleichung, welche die héchst verwickelten Gleichungen, zu 


*) So nenne ich das Quantum der Grésse, wenn ihr System schon 
feststeht. 
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denen die gewéhnliche Koordinatenmethode fiihrt, vollkommen er- 
setat. 

$145. Die Gleichungen fiir die Kurven und krummen Ober- 
flichen, wie wir sie bisher darstellten, waren, da sie zwischen den 
Zeigern der veriinderlichen Grisse statt fanden, rein arithmetischer 
Natur, und bezogen sich jedesmal auf bestimmte mit der Natur des 
durch die Gleichung dargestellten Gebildes in keinem Zusammen- 
hang stehende Richtsysteme; und nur die Gleichungen ersten Gra- 
des stellten wir in rein geometrischer Form dar. In der That 
konnten auch nur diese, wenn wir bei dem reinen Produkte stehen 
blieben, in geometrischer Form dargestellt werden, indem die ver- 
inderliche Grésse dann nur einmal als Faktor vorkommen konnte. 
Dagegen bietet uns das gemischte Produkt ein ausgezeichnetes 
Mittel dar, um die Kurven und Oberflichen héherer Grade in rein 
geometrischer Form darzustellen. Hs ist namlich sogleich klar, dass, 
wenn wir eine beliebige Gleichung zwischen Ausdehnungsgréssen 
haben, deren Glieder gemischte Produkte sind, der Grad der Glei- 
chung in Bezug auf eine derselben (P) stets so hoch ist, als die 
Anzahl (m) betriigt, wie oft diese Ausdehnungsgrisse (P) in einem 
und demselben Gliede von geltendem Werthe hiéchstens als Faktor 
vorkommt, d. h. dass sie durch Zahlengleichungen ersetzt wird, von 
denen wenigstens Eine in Bezug auf die Zeiger der veranderlichen 
Ausdehnungsgrésse einen Grad erreicht, welcher jener Anzahl gleich 
ist. Dies folgt unmittelbar, da man, um zu den ersetzenden Zah- 
lengleichungen zu gelangen, nur statt jeder Griésse die Summe aus 
den Produkten ihrer Zeiger in die zugehérigen Richtmasse zu 
setzen, dann die Gesetze der Multiplikation bei jedem Gliede der 
gegebenen Gleichung anzuwenden hat, indem man statt mit der 
Summe zu multipliciren mit den einzelnen Stiicken multiplicirt, 
und dann die Glieder, welche demselben Richtgebiete gleichartig 
sind, jedesmal zu Hiner Gleichung vereinigt. Hs ist klar, dass da- 
bei die Zeiger der verinderlichen Grésse P in einem Gliede so oft 
als Faktoren erscheinen, als P in dem Gliede, aus welchem das 
erstere hervorging, als Faktor vorkam. Somit kann also der Grad 
dieser Zeigergleichungen nie hdher sein, als die oben bezeichnete 
Anzahl (m) betragt. Aber es muss auch wenigstens eine derselben 
diesen Grad (m) wirklich erreichen; denn wire dies nicht der Fall, 
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go miissten die siimmtlichen Glieder, welche aus demjenigen Gliede 
hervorgehen, was jene Grésse in héchster Anzahl als Faktor ent- 
halt, null werden; also auch jenes Glied selbst null sein, wider die 
Voraussetzung. Es ist also die Geltung des oben aufgestellten 
Satzes bewiesen. MHierbei haben wir noch zu bemerken, dass die 
Gleichung im Allgemeinen nicht nur das System der verinderlichen 
Grosse bestimmt, sondern auch ihren Masswerth. Bei der gewéhn- 
lichen Betrachtung der Kurven und Oberflichen kommt es aber nur 
auf die Bestimmung des Systems an*), obgleich auch der Masswerth 
fiir die Theorie nicht ohne Interesse ist. Wollen wir also uns der 
gewohnlichen Betrachtungsweise anniihern, so haben wir die allge- 
meine Gleichung so zu specialisiren, dass dadurch der Masswerth 
nicht mit bestimmt ist, d. h. dass, wenn irgend eine Ausdehnungs- 
grésse der (urspriinglichen) Gleichung geniigt, auch jede ihr gleich- 
artige, d. h., deren Zeiger denen der ersteren proportional sind, 
derselben geniigen wird. Es ist sogleich einleuchtend, dass dann 
in allen Gliedern der Gleichung die Griésse P in gleicher Anzahl 
(m) als Faktor vorkommen muss, und dass dann auch die Zeiger- 
gleichung eine symmetrische desselben Grades wird, d. h. in allen 
Gliedern eben so viele (m) Zeiger von P als Faktoren vorkommen 
werden. JDividirt man dann die Gleichung durch die m-te Potenz 
von einem der Zeiger, so erhalt man (unter der Voraussetzung, dass 
jener Zeiger nicht null ist) die Gleichung in der gewohnlichen Form, 
in welcher sie ein Gebilde m-ten Grades bestimmt. 

§ 146. Wir beschriinken uns, um die Bedeutung dieses bis- 
her noch unbekannten Satzes, welcher tiber den Zusammenhang 
der Kurven und Oberfliichen ein bisher wohl kaum geahntes Licht 
verbreitet, zur Anschauung zu bringen, auf die Kurven in der Ebene, 
indem die analoge Betrachtung der Kurven im Raume und der 
krummen Oberflichen dann kaum noch einer Erliuterung bedarf. 
Es zeigt sich sogleich, das die geometrische Gleichung nur dann 


*) Z. B. wenn eine Kurve als geometrischer Ort eines Punktes bestimmt 
werden soll, so kommt es nur auf die Lage dieses Punktes, nicht auf das ihm 
anhaftende Gewicht an; oder soll die Kurve als Umhiille einer veriinderlichen 
geraden Linie aufgefasst werden, so kommt es eben nur auf die Lage jener 


Linie an, nicht auf deren Linge, also tiberall auf das System, nicht auf den 
Masswerth. 
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eine Kurve darstellen wird, wenn. sie durch Eine arithmetische er-. 
setat wird, d. h. wenn sie, da die Ebene ein Elementarsystem dritter 
Stufe ist, gleichfalls,. von dritter Stufe ist. Hierdurch ergeben sich 
dann aus dem allgemeinen Satze des vorigen § folgende Specialsitzae :” 

»Wenn die Lage eines Punktes (p) in der Ebene dadurch be- 

schrinkt ist, dass 3 Punkte, welche durch Konstruktionen ver- 

mittelst des Lineals aus jenem Punkte (p) und aus einer ge- 
gebenen Reihe fester gerader Linien oder Punkte hervorgehen, 
in Einer geraden Linie liegen (oder. drei soleche. Grade durch 

Einen Punkt gehen), so ist der. Ort jenes Punktes (p) eine 

algebraische Kurve, deren Ordnung man durch blosses Nach- 

zihlen findet. Nimlich man hat nur nachzuzihlen, wie oft bei 
den angenommenen Konstruktionen auf den beweglichen Punkt 

p zurtickgegangen wird, ohne dass man auf einen andern beweg- 

lichen Punkt. zuriickgeht; die so erhaltene Zahl (m) ist dann 

die Ordnungszahl der Kurve.“ 

Es ist hierbei klar, dass, wenn man auf einen andern beweg- 
lichen Punkt zuriickgeht, bei dessen Erzeugung p selbst n-mal an- 
gewandt ist, es dasselbe ist, als wire man auf. p selbst. n-mal zu- 
riickgegangen. Der Beweis besteht nur darin, dass ich zeige , wie 
daraus eine geometrische Gleichung hervorgeht, in der p so oft als 
Faktor eines Gliedes erscheint. . Jede Konstruktion vermittelst des 
Lineals in der Ebene besteht nimlich darin, dass entweder 2 Punkte 
durch eine gerade Linie verbunden, oder der Durchschnittspunkt 
zweier gerader Linien bestimmt wird; die gerade Linie zwischen 
den beiden Punkten ist aber das Produkt derselben, und der Durch- 
schnittspunkt zweier geraden Linien, wenn es nicht auf das Gewicht 
ankommt, gleichfalls ihr Produkt; folglich kann ich jeder linealen 
Konstruktion, bei welcher ein Punkt oder eine Linie angewandt 
wird, eine Multiplikation mit diesem Punkte oder dieser Linie sub- 
stituiren; die 3 Punkte oder Geraden, welche somit durch lineale 
Konstruktionen aus den gegebenen und der verinderlichen Grosse 
erfolgen, werden als Produkte derselben erscheinen ; und da jene 3 
Punkte in einer g..L. liegen, oder jene 3 Linien durch einen Punkt 
gehen, sollen, so heisst das, ihr Produkt ist null, also hat man eine 
geometrische Gleichung aus einem Gliede, in welchem p so oft 


als Faktor erscheint, als es bei jenen Konstruktionen angewandt ist, 
15 
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* 

also ist die entstehende Kurve von eben so vielter Ordnung. Den 
entsprechenden Satz fiir die durch eine veriinderliche Gerade um- 
hiillte Kurve erhalt man aus dem obigen, wenn man die Ausdriicke 
Punkt und Gerade verwechselt, und statt des Ausdrucks ,, Ordnung“ 
den Ausdruck ,Klasse“ einfiihrt. Ich will hier noch bemerken, 
dass diese Sitze ohne alle Einschrinkung gelten, wenn man nur 
festhilt, dass der Ort eines Punktes, dessen Koordinaten durch eine 
Gleichung m-ten Grades von einander abhingen, ohne Ausnahme 
als Kurve m-ter Ordnung aufzufassen ist, mag diese Kurve nun eine 
Gestalt annehmen, welche sie will, mag sie z. B. in ein System von 
m geraden Linien tibergehen, und mégen selbst beliebig viele dieser 
Geraden zusammenfallen. 

§ 147. Um diesen Satz auf einen noch specielleren Fall zu 
iibertragen, will ich die geometrische Gleichung fiir die Kurven 
zweiter Ordnung aufstellen. Ist p der verinderliche Punkt, so hat 
man als Gleichung des zweiten Grades, wenn die kleinen Buchstaben 
Punkte, die grossen Linien vorstellen, 

paBcDep = 0, 
oder, in Worten ausgedriickt, ,,.wenn die Seiten eines Dreiecks sich 
um 3 feste Punkte a, c, e schwenken, wihrend zwei Ecken sich in 
zwei festen Geraden B und D bewegen, so beschreibt die dritte Ecke 
einen Kegelschnitt. Die Gleichung eines Kegelschnittes, welcher 
durch 5 Punkte a, b, ¢, d, e geht, ist 
(pa .be) (pd. ce) (db. ae) =0; 

dass sie niémlich ein Kegelschnitt sei, folgt aus dem allgemeinen 
Satze; dass die 5 Punkte a, b, ¢, d, e in ihm liegen, ergiebt sich 
leicht, indem jeder derselben statt p gesetazt der Gleichung geniigt. 
Namlich zuerst ist klar, dass, wenn man p gleich a oder d setzt, 
auch ein Faktor, nimlich pa oder pd null wird, also das ganze Produkt 
null wird, also sind a und d Punkte des Kegelschnittes; ferner wenn 
p gleich ¢ ist, so stellen die beiden ersten Faktoren des ganzen 
Produktes beide den Punkt ¢ dar, also ist ihr Produkt null; ist p 
gleich b, so stellt der erste Faktor des ganzen Produktes die Grasse 
b dar, das Produkt der beiden letzten die Grésse bd, und bbd ist 
null; ist p gleich e, so stellt der mittlere Faktor die Grisse e dar, 
das Produkt der beiden andern stellt die Grésse ae dar, und eae ist 
wieder null. Also liegen alle 5 Punkte in jenem Kegelschnitt, und 
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es ist also die Aufgabe, die Gleichung eines durch 5 Punkte be- 
stimmten Kegelschnittes aufzufinden, dadurch gelist. Uebrigens stellt 
jeneGleichung nichts anders als die bekannte Eigenschaft des mystischen 
Sechsecks dar. . 

§ 148. Ich kann mich hier nicht auf die Entwicklung der 
neuen Kurventheorie einlassen, welche durch den von mir aufgestellten 
allgemeinen Satz bedingt ist; ich muss mich hier damit begniigen, 
den Satz selbst in seiner Allgemeinheit hingestellt, und durch seine 
Anwendung auf die einfachsten Falle seine Bedeutung anschaulich 
gemacht zu haben. Ich bin tiberzeugt, dass schon hierdurch sowohl 
die Einfachheit als auch die ausgezeichnete Allgemeinheit jenes Satzes 
klar geworden sein wird; indem ja in der That alle Satze, welche 
auf die Abhangigkeit der Kurven von linealen Konstruktionen sich 
beziehen, hieraus mit der gréssten Leichtigkeit hervorstrémen, wihrend 
ihre Ableitung bisher, wenn jene Sitze tiberhaupt bekannt waren, 
vermittelst weitliufiger Theorien erfolgte, und jeder dieser Satze eine 
eigne Ableitung erforderte. Es ist auch klar genug, wie man jetzt 
diesen allgemeinen Satz auch ohne Hiilfe der von mir angewandten 
Analyse ohne Schwierigkeit beweisen kann; aber erst durch sie tritt 
der Satz in seiner unmittelbaren Klarheit hervor, wie er auch durch 
sie aufgefunden ist; und zugleich bietet diese Analyse den héchst 
wichtigen Vortheil dar, die durch lineale Konstruktionen bestimmten 
Kurven auf gleich einfache Weise durch Gleichungen darzustellen. 
Wie der Satz eben so auf Kurven im Raume und auf krumme Ober- 
flichen tibertragen werden kann, bedarf keiner Auseinandersetzung, 
da der allgemeine Satz in § 145 dies schon in viel grésserer Allgemein- 
heit fiir die abstrakte Wissenschaft leistet. 


Viertes Kapitel. 
Verwandtschaftsbeziehungen. 


§ 149. Wir kniipfen die Darstellung der Verwandtschafts- 
bezichungen an den Begriff der Abschattung. Unter der Abschattung 
einer Grosse A auf ein Grundsystem G nach einem Leitsysteme L 


verstanden wir (§ 82) diejenige Grisse A’, welche dem Grundsysteme 
1b* 
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Gizugehdrt j) und»mit einem: Theile) des, Leitsystemes (L) | gleiches 
Produkt liefert, wie die abgeschattete Grésse (A), wobei vorausgesetat 
wurde; dass G von L unabhingig ist; und das System LG das Haupt- 
system darstellt, auf welches sich jenes Produkt bezieht.,|, Diese’ Er- 
klirung | stéllten! wir dort (im § 82),nur fiir den Fall fest, dass: unter 
den! Gréssen A, ‘L, G)reine!, Ausdehnungsgréssen. verstanden seien, 
und die) Multiplikation eine. aussere, also Avidem Grundsysteme G 
untergeordnét:sei.'| Diese Hrklirung erweiterten wir in § 108, indem 
wir statt der Ausdehnungsgrissen \eine allgemeinere Gréssengattung, 
die Hlementargréssen einfiihrten, und in $142 \deuteten ‘wir einenoch 
weiter reichende Verallgemeinerung an ,» indem: statt| der) ausseren 
Multiplikation mit den néthigen Verinderungén und Beschrinkungen 
die eingewandte eingefiihrt werden konnte.| Halten wir die Bestimmung 
fest; \dass: zwei \Gréssen: einander eingeordnet genannt, werden, ‘wenn 
eine: von ihuen der .andern. untergeordnet)ist,.so kénnen wir sagen: 
», Unter’ der Abschattung einer reinen Grissé A auf ein, Grundsystem 
G nach einem Leitsysteme»L: verstehen wir diejenige ‘Grosse: A’, 
welche, dem: Grundsysteme G éingeordnet:ist, und mit einem Theile 
von Li in Bezug auf das aus Grundsystem und Leitsystem kombinirte 
System LG multiplicirt: dasselbe Produkt liefert, wie die abgeschattete 
Grésse A.“ » Dabei ist’ also vorausgesetzt,: dass’ LG ein ausseres 
Produkt darstellt, und:das Hauptsystem ist, dem auch die Grésse A 
angehort, und auf welches sich die Multiplikation bezieht: .Esergiebt 
sich  hieraus: sogleich: im: allgemeinsten! Sinne die. |héchst einfache 
Gleichung 
,  DASG 
A = tG@o 
In der That, da LA nach der Definition gleich LA’ ist, so ist auch 
LA. Ge LAC. 

und da hier gleichfalls nach der Definition A’ und G einander ein- 
geordnet sind, so kann man A’ und G nach § 138 vertauschen und 
erhalt somit den Ausdruck der rechten Seite 

rau 4A . 
Somit ist nun, indem man durch’ LG die gewonnene Gleichung 

LA.G==LG.A’ 

dividirt,| die Richtigkeit der oben aufgestellten Gleichung 
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“Hierdureh ist dié in § 85 gestellte ‘Aufgabe, ‘die Abschattung 
analytisch ausmudriicken, wenn, die abzuschattende Grosse. und der 
Sinn ihrer Abschattung d. h. Grandsystem ‘und Leitsystem gegeben 
sind, fiir reine Grossen allgemein gelost. i 

19UN I Low 
§ 150, Fur Bezichungsgréssen,, babes wir, cour, - festznsetzen, 
dass ihre Abschattung gefunden wird, wenn man sowohl, ihren eigen- 
thiimlichen, Werth in Bezug auf irgend ein, Mass, als auch; dies, Mass 
abschattet, und jin den Ausdruck, der Beziehungsgrésse diese Ab; 
schattungen statt jener Grodssen einfihrt. Ist z. B. H3. A, die 
Beziehungsgrdsse, H ihr Hauptinass und sind H’, Adie Abschattungen 
von, H und A nach irgend, einem Richtsysteme genommen , )so,..ist 
H’3.A’ die Abschattung der Beziechungsgrisse, H%, A nach demselben 
Richtsysteme.; Es: liegt. tibrigens in der curspriinglichen Definition, 
dass. die Abschattung. einer, Zahlengrosse sowohl, als - einer, Grésse, 
die das Hauptsystem;LG, darstellt, :der, abgeschatteten Grosse selbst 
gleich, ist, . Daraus folgt, dass, wenn das. Beziehungssystem einer 
Bezichungsgrdsse mit dem Hauptsysteme LG zusammenfallt, , man 
dann, um die Beziehungsgrésse abzuschatten, nur ihren eigenthiim- 
lichen Werth abzuschatten. braucht,/und das dann fiir die Ab- 
schattung der Beziehungsgrésse noch, die fiir reine Gréssen aufgestellte 
Definition der Abschattung, gilt. Wir wollen: die Abschattung eine 
tiussere; oder, eingewandte nennen, je nachdem das Produkt LA ein 
dusseres oder, eingewandtes), .d; h, je .nachdem die .abzuschattende 
(résse von niederer oder héherer Stufe ist, als das Grundsystem. 
Ist sie von gleicher Stufe; so kann LiA als tiusseres und auch als ein- 
gewandtes Produkt aufgefasst, die Abschattung dann also gen 
auf beiderlei Arten benannt werden. 


§ 151. Nennt man das System des Produktes zweier Gtssen 
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die Kombination*) dieser Gréssen oder ihrer Systeme, und nennt 
man das System der Abschattung die Projektion desSystems der 
abgeschatteten Grésse, so kann man sagen, die Projektion eines 
Systemes werde gefunden, wenn man das System fortschreitend mit 
dem Leitsysteme und dem Grundsysteme kombinirt. Indem wir 
dann die Projektion irgend einer Gesammtheit von Elementen, deren 
umfassendes System von gleicher oder niederer Stufe ist, als das 
Grundsystem, als Gesammtheit der Projektionen dieser Elemente 
definiren, so haben wir den gewohnlichen Begriff der Projektion nur 
in etwas erweiterter Form; und es zeigt sich, wie sich die Projektion 
von der Abschattung nur durch den Masswerth unterscheidet, waihrend 
das System dasselbe ist. Um dies auf die Geometrie anzuwenden, 
wollen wir zuerst als Grundsystem eine Linie G, als Leitsystem eine 
davon unabhingige Elementargrésse erster Stufe 1, d. h. da es nur 
auf das System ankommt, entweder einen Punkt oder eine Richtung 
setzen. Die Projektion eines Punktes a ist dann der Durchschnitt 
der Linie al mit G (Fig. 13), wiahrend die Abschattung a gleich 
la.G 
1G 


Strecke), so ist die Projektion der Durchschnitt einer von a aus nach 


ist. Ist 1 eine Richtung (oder eine mit dieser Richtung begabte 


dieser Richtung gezogenen Linie mit der Grundlinie G. Ist das 
Grundsystem ein Punkt g, das Leitsystem eine Linie L, so wird eine 
Linie A projicirt, indem man den Durchschnitt zwischen A und L 
mit g verbindet (s. Fig. 14)**). Die Abschattung eines Theiles 
jener Linie, den wir gleichfalls mit Abezeichnen, wird dann dargestellt 
durch die Gleichung 


Nach dieser Analogie wird man sich leicht eine Anschauung bilden 
kénnen von der Projektion eines Punktes oder einer Linie, wenn 
das Grundsystem eine Ebene, das Leitsystem ein Punkt oder eine 
Richtung ist, ferner von der eines Punktes oder einer Ebene, wenn 


*) Nach diesem Begriffe ist die Kombination, wenn das entsprechende 
Produkt null ist, unbestimmt. 
**) Man ist zwar nicht gewohnt, die so entstehende Linie als Projektion 
zu betrachten; allein die Analogie fordert diese Betrachtungsweise. Di® 
Projektion ist hier nimlich eine eingewandte, s. 0. 
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Leitsystem und Grundsystem Linien sind, endlich von der einer 
Linie oder Ebene, wenn das Grundsystem ein Punkt, das Leitsystem 
eine Ebene ist. Ist die abzuschattende Grésse von gleicher Stufe 
mit dem Grundsystem, so zeigt sich leicht, dass die Projektion ihres 
Systemes das Grundsystem selbst ist, dass also das Wesen der Ab- 
schattung dann nur in dem Masswerthe derselben beruht. 

§ 152. Wir haben nun die Geltung der im zweiten Kapitel 
dieses Abschnittes (von § 81 an) fiir die dort behandelte Art der 
Abschattung erwiesenen Gesetze auch fiir den so eben dargestellten 
allgemeineren Begriff derselben zu untersuchen. Dass diese Sitze 
noch gelten, wenn man statt der Ausdehnungsgréssen Elementar- 
gréssen setzt, folgte schon aus der vollkommenen Uebereinstimmung 
zwischen den Gesetzen, die fiir beiderlei Gréssen gelten (s. § 108). 
Es ist also die Geltung derselben nur noch fiir die eingewandte Ab- 
schattung darzulegen, und zugleich sind jene Sitze noch so zu erweitern, 
dass man auch statt der dusseren Muitiplikation die eingewandte 
einfiihrt. Vergleichen wir den von § 81 an gewahlten Gang der 
Entwickelung, so kénnen wir zunichst den am Schlusse jenes Para- 
graphen aufgestellten Sata fiir das eingewandte Produkt in folgender 
Form darstellen: 

,»Wenn die Glieder einer Gleichung simmtlich eingewandte 

Produkte zu zwei Faktoren sind, und entweder der erste oder 

der letzte Faktor (L) in allen diesen Gliedern derselbe ist, die 

ungleichen Faktoren aber demselben Systeme (G) tibergeordnet 
sind, und dies System (G) mit dem gleichen Faktor L multiplicirt 
das Hauptsystem liefert, so kann man den Faktor L in allen 

Gliedern weglassen. “ 

In der That werden sich dann die ungleichen Faktoren in den 
Formen AG, BG,.... darstellen lassen, wo A, B,.... dem L unter- 
geordnet und die Produkte dussere sind, dann wird die Gleichung in 
der Form 


L.AG+L.BG-+.... =6 
erscheinen, oder da 
L.AG=LG.A 


ist, weil A dem L untergeordnet, G aber und L kombinirt das Haupt- 
system darstellen, und ebenso 
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L.BG=LG.B nrpilil 
so erhalt man ; dai 
: LG.A Le: Be = 0, 
d.h. ; a 
d LG(A+B+.. =O, one 
welcher Gleichung, da LG das Emlyn darstellt, nur rig 
wird, wenn 


h ilebanded robAelts BGl-foe 


also auch: sia 

(ALB-+....)G,d.h. AG-+BG+.... =0 
ist, und somit ist jener Satz béewiesen. Aus diesem Satze folgen nun 
‘ganz auf dieselbe Weise, wie in § 82, die Sitze: | 

,Hine Gleichung bleibt als soleche bestehen, wenn man alle ihre 
Glieder in demselben Sinne abschattet“ 
und “ 

,Die Abschattung einer Summe ist gleich der sie aus den 

Abschattungen der Stiicke. “ 
In der That erhalt man, wenn man die gegebene Gleichung glied- 
weise. mit dem Leitsystem (L) multiplicirt;° und statt der Glieder 
der urspriinglichen Gleichung nun in diese neue Gleichung ihre 
Abschattungen auf dasselbe Grundsystem. G setzt (was nach der 
Definition der Abschattung verstattet ist), die Gleichung in der Form, 
dass man nach dem zuletzt. bewiesenen Satze den Faktor L weglassen 
darf; wodurch dann der erste jener beiden Sitze erwiesen ist, und 
somit auch der zweite, welcher.nur eine andere-Ausdrucksweise des- 
selben Satzes darstellt *), ) 

§ 153. Die Siatze in § 84 setzen die samddioen eines Husseren 
Produktes in Beziehung mit den Abschattungen seiner Faktoren, 
und wir haben die entsprechenden Satze aufzustellen, sowohl wenn 
das Produkt ein eingewandtes, als auch wenn die Abschattung eine 
eingewandte wird. Ist das Produkt ein eingewandtes, dessen Be- 
ziehungssystem zugleich das Hauptsystem der Abschattung ist, und 
ist die Abschattung durchweg eine eingewandte, d. h. nicht nur die 


der Faktoren jenes Sat se sondern auch ins Besondere des 
————_—_— / bd 

*) Was dem in § 83 dargestellten Satze entspricht, ist seinem wesent- 
lichen Gehalte nach schon friiher da gewesen, und kann daher hier iiber- 
gangen werden. 
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Produktes selbst, so gilt der in § 84 dargestellte Satz, dass die Ab- 
schattung eines Produktes das Produkt ist’ aus den Abschattungen 
seiner Faktoren, auch fiir den so chen bezeichneten Fall; indem 
die Beweisfiihrung ‘genau’ dieselbe ist, wie in jenem Paragraplien. 
Namlich ‘sind Aj°B“die Faktoren des Produktes', L das Leitsystem, 
G das Grundsystem, ‘86 ist ‘das Produkt I). (A. B) ein eingewandtes 
aus 3 Faktoren in Bezug ‘auf dasselbe’Hauptsystem} da man’ hier 
béliebig zusammenfassen und mit Beobachtung der Vorzeichen ver- 
tauschen‘kanh, so wird der Werth jenes Produktes’ nicht geindert, 
wenn man statt A'und’B Grossen setzt,/die mit: L’ dieselben Produkte 
‘liefern, alyo z: B. ihre sep pi ‘AY oot B auf als eat 
‘G; es ist also dann) 9 © aah 
D(A’. By /(AvB), fy tiosbottliit) of 
und da A‘ sowohlals B’ als eingewandte Abschattungen dem —e 
systeme ‘tibergeordhet ‘sind,’ so’ ist es auch ihr gemeinschaftliches 
‘System, @.' hv ihr Produkt,’ also ist A’. B’ die’ Abschattung von A’. B 
‘auf G nach dem Leitsysteme L. Es ist also dieGeltung des Satzes 
fiir’ den bezeichneten Fall bewiesen ; ‘allein’'es zeigt’ sich bald, dass 
derselbe allgemein gilt) sobald nur ‘die Abschattingen’ des’ Produktes 
‘und der: beiden Faktoren, entweder alle. drei'eingewandte oder alle 
‘drei dussere’ sind, ‘mag nun das Produkt’ ein ‘dusseres oder einge- 
swandtes sein.’ Wir setzen zuerst voraus; dass das’‘Produkt einen 
geltenden Werth: habe und’ seine" beiden’ Paktoren reine Grossen 
seien; und Zwar wollen! wir! die” Geltung’ des Satzes-zuerst fiir den 
‘Pall beweisen ;) dass die Abschattung durchweg ‘eine! 'tussere’, das 
Produkt ‘ein ‘eingewandtes ‘ist. | Es‘seien die’ beiden Faktoren ‘dieses 
‘Produktes M' und’ N; B stelle ‘ihr gemeinschaftliches System dar; 
‘dann werden sich’ Mund'‘N als’ tiussere Produkte’ in' den Formen' AB 
und BC darstellen ‘lassen; und’ zwar! muss dann ABC als ausseres 
‘Produkt’ einen’geltenden Werth haben, weil © mit AB keinen Faktor 
‘von geltender Stufe gemeinschaftlich haben’ kann’; ‘denn’ hiitten sie 
einen ‘soléhen' gemeinschaftlich; so wiirden’auch Mund N, wie leicht 
Zu sehen ist, ein System héherer Stufe gemeinschaftlich haben, als 
B ist, gegen die Vorsintestenng. Nun ist 
‘M:N=AB.BC= ABC'.B, he 

ans B und BC einander eingeordnete Faktoren eh ‘welche man 
daher bei der fortschreitenden Multiplikation nach § 136 Yertauschen 
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kann. Wir haben nun vorausgesetzt, dass die Abschattung durch- 
weg eine dussere sei, sowohl fiir die Faktoren M und N, als auch 
fir deren Produkt, d. h. fiir ihr gemeinschaftliches System B und 
ihr nichstumfassendes ABC. Sind nun A’, B’, C’, M’, N’, beziehlich 
die dusseren Abschattungen von A, B, C, M,N, so sind (nach § 84) 
A'B’, BC’, A‘BC die Abschattungen von AB, BC, ABC. Ferner 
da M.N gleich ABC.B ist, so ist nach der in § 150 aufgestellten 
Definition die Abschattung von M.N gleich dem Produkt der Ab- 
schattungen von ABC und B, also gleich A’B'C’.B’. Ferner ist 
M’.N’'=A‘B’.BC =A‘BC .B, 

also das Produkt der Abschattungen M’.N’ gleich der Abschattung 
des Produktes M.N. Somit ist fiir den in Betracht gezogenen Fall 
die Giiltigkeit des obigen Gesetzes nachgewiesen. Es bleibt also 
das Fortbestehen dieses Gesetzes nur noch fiir den Fall zu beweisen, 
dass die Abschattung durchweg eine eingewandte ist. Der Beweis 
fiir diesen Fall ist genau derselbe, wie fiir den so eben betrachteten 
Fall, wenn man nur nach dem in § 142 aufgestellten Princip statt 
der dusseren Multiplikation die auf das Hauptsystem der Abschattung 
beziigliche eingewandte Multiplikation einfiihrt, und die dort ent- 
wickelten Uminderungen, welche durch diese Kinfitihrung bedingt 
sind, eintreten lasst. Namentlich ist festzuhalten, dass, wie jede 
Grosse, welche einer andern untergeordnet ist, als dusserer Faktor 
derselben dargestellt werden kann, so auch jede Griésse, welche einer 
andern tibergeordnet ist, als eingewandter Faktor derselben in Bezug 
auf das Hauptsystem dargestellt werden kénne. Um jedoch die Art 
dieser Uminderung an einem ziemlich zusammengesetzten Beispiele 
klar an’s Licht treten zu lassen, will ich die Uebertragung des obigen 
Beweises hier ausfiihrlich folgen lassen. Es seien die beiden Faktoren 
des eingewandten Produktes M und N, B stelle ihr nichstumfassendes 
System dar; dann werden sich M und N als eingewandte auf das 
Hauptsystem der Abschattung beztigliche Produkte in den Formen 
AB und BC darstellen lassen*); und zwar muss dann ABC als ein- 


*) In der That, wenn D ein System darstellt, welches das System von 
DM 
B zum Hauptsysteme der Abschattung erginzt, so wird man nur A= DR 


ND 
und C == Bp 2U setzen haben. 
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gewandtes auf das Hauptsystem der Abschattung beziigliches Produkt 
einen geltenden Werth haben, weil AB und C von keinem niederern 
Systeme als dem Hauptsysteme umfasst werden kénnen *); denn 
wiirden sie von einem solchen Systeme umfasst, so wiirden auch M 
und N, wie leicht zu sehen ist **), von einem Systeme niederer Stufe 
umfasst werden, als B ist, gegen die Voraussetzung. Nun ist 
M.N=AB.BC=ABC.B, 
indem B und BC einander eingeordnete Faktoren sind, welche man 
daher bei der fortschreitenden Multiplikation nach § 136 vertauschen 
kann. Wir haben nun vorausgesetzt, dass die Abschattung durch- 
weg eine eingewandte sei, sowohl fiir die Faktoren M und N, als 
auch fiir deren Produkt, d. h. fiir ihr nichstumfassendes System B 
und ihr gemeinschaftliches ABC. Sind nun A’, BY, C, M’, N’ be- 
ziehlich die eingewandten Abschattungen von A, B, C, M, N, so 
sind (nach § 153) A’B’, BU’, ABC’ die Abschattungen von AB, 
BC, ABC. Ferner da M.N gleich ABC.B ist, so ist nach der in 
§ 150 aufgestellten Definition die Abschattung von M.N gleich dem 
Produkt der Abschattungen von ABC und B, also gleich ABC’. B’. 
Ferner ist 
M .N=AB.BC=ABC.B, 

also das Produkt der Abschattungen M’.N’ gleich der Abschattung 
des Produktes M.N. Somit ist auch fiir diesen Fall die Giiltigkeit 


*) Hier tritt die Analogie in dem Wortausdrucke nicht so klar hervor. 
Sollte sie klar hervortreten, so miisste man im ersten Falle sagen: »weil das 
System, welches AB undC gemeinschaftlich haben, von keiner héheren Stufe 
als der nullten sein kann“ und im letzteren Falle ,,weil das System, welches 
AB und C umfasst, von keiner niederern Stufe als der h-ten sein kann“, in- 
dem nimlich h die Stufe des Hauptsystems bezeichnet. 

**) Naimlich wenn D jenes System darstellte, was AB oder M und C 
umfassen sollte, und doch niedriger wire als das Hauptsystem, so wiirde 
sich C als eingewandtes, auf das Hauptsystem beziigliches Produkt in der 
Form D.E darstellen lassen, und es wirde N=B.C=B.(D.E), oder da 
dies Produkt ein reines ist, =(B.D).E sein; wo das nichstumfassende 
System zu B undD das Hauptsystem sein muss; es wird also das den Gréssen 
B und D gemeinschaftliche System die Grosse N umfassen , und auch die 
Grésse M, da diese sowohl von B als von D umfasst wird. Das gemein- 
schaftliche System von B und D umfasst also M und N, ist aber von niederer 
Stufe als B, daD nicht das Hauptsystem ist, und B und D als nichstumfassen- 
des System das Hauptsystem haben. 
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des’ obigen Gesetzes nachgewiesen. » Wir setzten in beiden Fallen 
noch voraus, dass das abzuschattende Produkt emen geltenden Werth 
habe, und die Faktoren reine Gréssen seien! Ist das abzuschattende 
Produkt null,’ so ist, ‘um die Geltung jenes Gesetzes'auch fiir diesen 
‘Fall zw érweisen, nur zu zeigen, dass das Produkt’ ausden Ab- 
schattungen' der beiden Faktoren auch null sei. © Wenn ‘einer der 
urspriinglichen Faktoren null ist, so ‘ist auch seine Abschattung null, 
also “auch” das Produkt der Abschattungen null. Wenn aber’ die 
beiden' Faktoren geltende Werthe haben , und das Produkt dennioth 
null ist,’ so muss, da a 


»M«N=ABC.B 
t, und Bo nicht null ist, ABC; Bials Produkt in der Poster der: Lin- 
ae aber nicht anders null werden. kann, -als wenn einer ‘der 
Faktoren null wird, nothwendig ABC null wae also. auch seine Ab- 
schattung,:d. hi ri be 
mr: B C ar O% 
also muss auch A’B'C’.B’, d. hb. M’. N’ oder ene Beadle a Ab 
schattungen null sein. . Es bleibt also auch. noch in diesem Falle 
die Abschattung des Produktes gleich dem Produkt aus, den,.Ab- 
schattungen der Faktoren. _ Ks ist nun, um das Gesetz in seiner 
ganzen Allgemeinheit. darzustellen , nur noch die Beschrinkung auf- 
zuheben, dass; die Faktoren des abzuschattenden Produktes reine 
Gréssen sind. Sind dieselben Beziehungsgréssen, deren Bezie- 
hungssystem (K) identisch ist mit dem Beziehungssysteme' des ein- 
gewandten Produktes und ‘sind jw und v die Gradzahlen jener Be- 
ziehungserdssen, M und N ihre eigenthiimlichen Werthe in Bezug 
auf das Mass K, so wird sich.das Produkt in der Form 7 
K4#M.K7N 

darstellen lassen. Dies Produkt istnun nach § 138 gleich K“ 4 *M.N 
oder, wenn M.N gleich K.I ist, gleich K“ +”K. I, Bezeichnen 
wir die Abschattungen mit Accenten und nehmen dieselben entweder 
durchweg als dussere oder durchweg als eingewandte an, so ‘ist~ die 
Abschattung des obigen Produktes ' 

a= KK PTORT, 

eK tM oll 

pe KAM KN 
d. h. gleich dem Produkte der Abschattungen: «Also: gilt nun das 
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Gesetz auch noch, wenn die, Faktoren, Beziehungsgréssen sind, deren 
Beziehungssystem, mit. dem  Beziehungssysteme des, eingewandten 
Produktes zusammenfallt. Daraus folgt nun, auch, dass es fiir reine 
eingewandte Produkte aus beliebig vielen Faktoren gilt. | Nachdem 
wir nun alle tiberfliissigen Beschrankungen aufgehoben haben, kénnen 
wir das Gesetz in seiner. ganzen, Allgemeinheit. hinstellen : yb 

Die Abschattung. des Produktes ist gleich dem Produkte aus 

den, Abschattungen seiner Faktoren, wenn: fiir alle abzuschat- 

tenden Grissen sowohl der, Sinn, der Abschattung als auch das 

Beziehungssystem dasselbe ist.“ 

Wir sagen niémlich, dass der Sinn der Abschattung mehrerer Gréssen 
derselbe sei, wenn nicht nur Grundsystem und Leitsystem dieselben 
sind, sondern auch die Abschattungen entweder simmtlich dussere, 
oder simmtlich eingewandte sind. 

§$ 154, Daraus, dass jede Gleichheit, welche zwischeu den 
Vielfachensummen einer Reihe von Gréssen stattfindet, auch bestehen 
bleibt, wenn man, statt der Grossen, ihre Abschattungen setzt, oder 
mit andern Worten, dass, die Abschattungen in derselben Zahlen- 
relation stehen wie die abgeschatteten Grissen, tolgt, dass die Ver- 
wandtschaft zwischen den Abschattungen und den abgeschatteten 
Gréssen eine besondere Art einer allgemeineren, Verwandtschaft ist, 
welche darin besteht, dass die zwischen emer Reihe von Gréssen 
herrschenden Zahlenrelationen auch fiir die entsprechenden Gréssen 
der zweiten Reihe gelten; und wir wollen daher diese allgemeinere 
Verwandtschaft der Betrachtung unterwerfen. Es tritt jedoch diese 
Verwandtschaft erst in ihrer. ganzen Hinfachheit hervor, wenn die 
Beziehung eine gegenseitige ist, d. h. wenn jede Zahlenrelation, welche 
zwischen Grissen der einen Reihe, welche von beiden es, auch sei, 
stattfindet, auch zwischen den Gréssen der andern Reihe herrscht ; 
und zwei solche Vereine von entsprechenden Groéssen, welche in 
dieser gegenseitigen Beziehung zu einander stehen, nennen wir affin*). 
Diese Gegenseitigkeit der Bezichung fiihrt das Gesetz herbei, welches 


*) Der Begriff der Affinitiit, wie wir ihn hier aufstellten, stimmt mit 
dem gewoéhnlichen Begriff derselben in sofern iiberein, als er auf dieselben 
Grdssen angewandt, auch dieselbe Beziehung darstellt; ihr Begriff ist hier 
nur in'sofern allgemeiner gefasst, als er sich auf andere Gréssen tibertragen 
lasst. 
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iiberall jede einfache Beziehung auszeichnet, dass namlich, wenn 
zwei Vereine von Gréssen A und B mit eimem dritten C affin sind, 
sie es auch unter sich sind. In der That, da dann jede Relation in 
A auch in C stattfindet, und jede Relation, die in C stattfindet, auch 
in B herrscht, so muss auch jede Relation in A zugleich in B statt- 
finden, und aus demselben Grunde jede Relation, die in B herrscht, 
zugleich in A stattfinden, d. h. A und B sind einander affin. — 
Es fragt sich nun, wie man zu einem beliebigen Vereine von Gréssen 
iiberhaupt einen andern Verein bilden kann, welcher mit jenem in 
derselben Zahlenrelation stehe, und ins Besondere einen solchen, 
bei welchem diese Beziehung eine gegenseitige ist, d. h. welcher 
dem ersteren affin sei. Hat man in dem gegebenen Vereine n 
Gréssen (derselben Stufe), zwischen denen keine Zahlenrelation statt- 
findet, als deren Vielfachensummen sich aber die iibrigen Gréssen 
jenes Vereins darstellen lassen, so lasst sich zeigen, dass man, um zu 
einem zweiten Vereine zu gelangen, welcher dieselben Zahlenrela- 
tionen darbietet, die in dem ersten Vereine herrschen, in dem zweiten 
Vereine n beliebige Gréssen, welche unter sich von gleicher Stufe 
sind, als jenen n Gréssen entsprechende annehmen kann, dann aber 
zu jeder andern Grosse des ersten Vereins die entsprechende im 
zweiten findet, indem man die erste als Vielfachensumme jener n 
Gréssen der ersten Reihe darstellt und dann in dieser Vielfachen- 
summe statt jener n Gréssen die entsprechenden der zweiten setzt, 
dass aber diese Beziehung nur dann und immer dann eine gegen- 
seitige ist, die Vereine also einander affin sind, wenn zugleich die n 
Groéssen des zweiten Vereins keine Zahlenrelation unter sich zulassen. 
Die Richtigkeit dieser Behauptung beruht darauf, dass, wenn n 
Gréssen in keiner Zahlenrelation stehen, d. h. keine derselben sich 
als Vielfachensumme der tibrigen darstellen lasst, und dennoch eine 
Vielfachensumme dieser Gréssen gleich null sein soll, nothwendig 
alle Koefficienten dieser Vielfachensumme einzeln genommen gleich 
null sein mtissen; denn hatte einer von ihnen einen geltenden Werth, 
so wiirde die Griésse, der er zugehért, sich als Vielfachensumme 
der tibrigen darstellen lassen, was gegen die Voraussetzung ist. 
Aus diesem Satze nun ergiebt sich die Richtigkeit der obigen Be- 
hauptung sogleich. Denn sind a, b, c... irgend welche Gréssen 
des ersten Vereins, zwischen denen eine Zahlenrelation 
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aa+ fb+....=0 


statt findet, und man driickt a, b,.... als Vielfachensumme jener 
n Gréssen des ersten Vereins 1,..... Tp aus, so wird sich jene 
Gleichung in der Form 
Om +tegte+...... a= 0 
darstellen lassen, in welcher nach dem so eben erwiesenen Satze 
alle Koefficienten null sein miissen ; also 
0; = 0, 02 = 0,... 

Diese Groéssen 04, Q9,-.--- sind nur von den Koefficienten @, 8,.... 
und von den Koefficienten der Vielfachensumme, in welcher a, b 


pteee 


dargestellt sind, abhingig. Sind nun a’, b’..... a ames ar ocereart 
die entsprechenden Griéssen des zweiten Vereins, so miissen a’, 
b’,..... aus a, b,... dadurch hervorgehen, dass man in den Viel- 
fachensummen, welche a, b... darstellen, statt r,, rg,... die ent- 
sprechenden Grissen r;, r’y,....setzt. Folglich wird der Ausdruck 
ua + Bb’ + ..... =0,r,t+rot+..... 
sein, und also da @,, @9,,.... einzeln genommen null sind, selbst 
gleich null sein mijssen, also 
aa + Pb +... =0, 

d. h. zwischen den Grdéssen des zweiten Vereins bleibt jede Zahlen- 
relation bestehen, welche zwischen denen des ersten besteht. Sind. 
nun die Gréssen r;...1, gleichfalls von der Beschaffenheit, dass 
zwischen ihnen keine Zahlenrelation stattfindet, so lasst sich ebenso 
der Riickschluss machen, die Beziehung ist also dann eine gegen- 
seitige, und die beiden Vereine von Gréssen sind einander affin. 
Hingegen herrscht zwischen diesen Grossen ry... .r, eine Zahlen- 
relation, so ist klar, dass man, da diese Relation zwischen den 
entsprechenden Gréssen des ersten Vereins nicht stattfindet, auch 
nicht von dem Herrschen einer Relation innerhalb des zweiten 
Vereins einen Schluss auf das Fortbestehen derselben im ersten 
machen darf, dass vielmehr die Beziehung dann nur eine einsei- 
tige ist. 

§ 155. Wenn nun zwei Vereine entsprechender Grissen ein- 
ander affin sind, so werden auch die Produkte aus den Gréssen 
des einen Vereins den entsprechend gebildeten Produkten des an- 
dern Vereins affin sein, wenn nur die Multiplikationsweise, durch 
welche diese entsprechenden Produkte gebildet sind, in beiden Ver- 
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einen in dem Sinne genommen ist, dass das Produkt dann, aber 
auch nur dann als null erscheint, wenn die Faktoren in einer Zahlen- 
relation zu einander stehen. Ist niamlich die Multiplikation in 
dieser Weise angenommen, so kann zuerst zwischen den verschie- 
denen Produkten, welche sich aus den n Grdéssen A,..... A, des 
einen. Vereins, die in keiner Zahlenrelation zu einander standen, 
bilden lassen, gleichfalls keine Zahlenrelation stattfinden; d. h. es 
kann keins dieser Produkte sich als Vielfachensumme der tibrigen 
darstellen lassen. Denn gesetzt. es wiire dies der Fall, so kénnte 
man in der Gleichung, welche jenes Produkt z. B. Ay Ag Ag als 
Vielfachensumme der iibrigen darstellt , jedes Glied mit den st&immt- 
lichen Faktoren A,...An multipliciren, die jenes Produkt nicht ent- 
halt; durch diese Multiplikation werden dann alle iibrigen Produkte 
mit Ausnahme dessen, was als Vielfachensumme der iibrigen er- 
scheinen soll, null, weil in ihnen wenigstens einer von den hinzu- 
tretenden Faktoren schon unter den vorhandenen Faktoren vorkommt, 
also nun zwischen den Faktoren Gleichheit, also auch eine Zahlen- 
relation statt findet; man erhilt daher die Gleichung 
Ay poeta. A, =0, 

d. h. zwischen A,....A, wiirde eine Zahlenrelation statt finden 
miissen, was wider die Voraussetzung ist. Betrachtet man nun ferner 
ein Produkt P.Q.R, dessen Faktoren Gréssen jenes Vereins, 
also als Vielfachensummen von A,....A, darstellbar sind, so wird 
auch dies Produkt, wenn man die einzelnen Faktoren als Vielfachen- 
summen darstellt, gliedweise durchmultiplicirt und die Faktoren der 
einzelnen Glieder gehirig ordnet, als Vielfachensumme der aus den 
Faktoren A,....A, gebildeten Produkte erscheinen. Sind nun in 
dem andern Vereine A’,....A’, als die den Gréssen A,.... Ay ent- 
sprechenden angenommen, und werden als die ihren Produkten 
A, A Ag, etc. entsprechenden Gréssen die Produkte der entsprechen- 
den Faktoren Ay A’, A’, angenommen (was verstattet ist, da zwi- 
schen jenen Produkten des ersten Vereins keine Zahlenrelation statt- 
findet), so wird dem Produkte P.Q.R das Produkt P’.Q’.R’ der 
entsprechenden Faktoren gleichfalls entsprechen. Denn man erhiilt 
aus P.Q.R das Produkt P’.Q’.R’, wenn man, nachdem P, Q, R 
als Vielfachensummen von A,....A, dargestellt sind, statt Ay...A, 
die entsprechenden Gréssen A’,...A‘n setzt. Das Gesetz des Durch 
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multiplicirens ist nun fiir beide Produkte dasselbe, jedes Produkt 
ferner zwischen A,....An, was gleiche Faktoren enthilt und somit 
null wird, hat auch zum entsprechenden Produkte ein solches, was 
null wird; und darin liegt, dass auch dasselbe Vertauschungsgesetz 
herrscht, indem (A--B) (A-+ B) oder AB-+ BA in beiden Fallen 
null ist, also die Faktoren nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind. 
Daraus nun folgt, dass, wenn PQR als Vielfachensumme der aus 
den Faktoren A,...An gebildeten Produkte erscheint, man daraus 
P’Q’R’ erhalt, indem man statt A,...An die entsprechenden Gréssen 
A’,...A’n, oder statt der aus den ersteren gebildeten Produkte die 
aus den letzteren gebildeten setzt. Hierin liegt nun vermittelst des 
obigen Gesetzes, dass die Produkte des zweiten Vereins in derselben 
Zahlenrelation stehen, wie die entsprechenden des ersten, und 
dass also, wenn die beiden Vereine einander affin sind, auch die 
Produkte des einen Vereins den entsprechenden des andern affin sind. 

§ 156. Es giebt unter den bisher betrachteten Multiplikations- 
weisen nur zwei, welche der im vorigen Paragraphen ausgesprochenen 
Bedingung geniigen, dass namlich das Produkt dann und nur dann 
als null erscheinen soll, wenn zwischen den Faktoren eine Zahlen- 
relation herrscht, das sind namlich erstens die dussere Multipli- 
kation von Gréssen erster Stufe und zweitens die eingewandte 
Multiplikation von Gréssen (n—1)ter Stufe in einem Hauptsysteme 
n-ter Stufe und in Bezug auf dasselbe. Dass die iibrigen Multipli- 
kationsweisen, welche wir bisher kennen gelernt haben, nicht den 
Bedingungen des vorigen § geniigen, leuchtet sehr bald em. Zwar 
wiirde das in jenem Paragraphen dargestellte Verwandtschaftsgesetz 
ein vortreffliches Mittel darbieten, um in die Bedeutung des formalen 
Produktes, welches wir bisher nicht der Betrachtung unterworfen 
hatten, hineinzudringen; doch wollen wir uns durch solche Betrach- 
tungen, welche uns jedenfalls in schwierige und weitlaiufige Unter- 
suchungen verwickeln wiirden, nicht den Raum fiir andere wichtigere 
Gegenstiinde verkiirzen; und wir bleiben daher bei den beiden Fallen 
stehen, auf welche unser Gesetz direkte Anwendung erleidet. 

§ 157. Wir gelangen durch Anwendung des in § 155 dar- 
gestellten Gesetzes auf die beiden in § 156 aufgefithrten Multipli- 
kationsweisen zu zwei Hauptgattungen der Affinitit, n&émlich der 
direkten und der reciproken, indem eines Theils den Grossen 
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erster Stufe des einen Vereins Gréssen erster Stufe des andern ent- 

sprechen; und andern Theils den Gréssen erster Stufe des einen 

Vereins Gréssen (n—1)ter St. des andern entsprechen, wenn jeder 

Verein ein System n-ter Stufe als Hauptsystem darbietet. Wir 

kénnen daher folgenden Hauptsatz der Affinitit aussprechen : / 
»Wenn man zu n von einander unabhiingigen Grossen erster 
Stufe n gleichfalls von einander unabhingige Gréssen erster Stufe 
oder n Groéssen (n—1)ter Stufe, welche einem System n-ter 
Stufe angehéren, deren eingewandtes Produkt aber einen gelten- 
den Werth hat, als entsprechende nimmt, so bilden die aus den 
entsprechenden Gréssen durch dieselben Grundverkniipfungen 
gebildeten Grissen zwei einander affine Vereine von Gréssen, 
und jede Grundgleichung, welche zwischen den Gréssen des 
einen Vereins besteht, bleibt auch bestehen, wenn man statt 
dieser Gréssen die entsprechenden des andern setzt. Im ersten 
Falle heissen beide Vereine direkt affin, im zweiten reciprok 
affin. “ , 

Dieser Satz ist von so allgemeiner Geltung, dass er, wie wir 
spiterhin zeigen werden, die allgemeinsten linetiren Verwandtschaften, 
wie die Kollineation und Reciprocitaét unter sich begreift, und den 
vollstindigen Begriff dieser Verwandtschaften, welche bei der gewéhn- 
lichen Auffassungsweise nur in unvollkommener Gestalt hervortreten, 
darstellt. Namentlich liegt in diesem Satze, dass, wenn m Grdéssen 
des einen Vereins irgend einem System angehéren, dann auch die 
entsprechenden Gréssen des andern Vereins bei der direkten Affinitat 
einem System derselben Stufe angehéren, bei der reciproken einem 
System von ergiinzender Stufe, weil nimlich das Produkt derselben 
gleichzeitig null wird. 

§ 158. Wir haben nun die Abschattung als besondere Art 
der konstanten Zahlenrelation und der Affinitaét darzustellen, und 
anzugeben, in welchem Falle die allgemeine Verwandtschaft in diese 
besondere iibergeht. 

Wenn zuerst zwischen den Gréssen erster Stufe eines Vereins 
A dieselben Zahlenrelationen statt finden, welche zwischen den ent- 
sprechenden Grissen erster Stufe eines andern Vereines B herrschen, 
so fragt sich, welcher Bedingung beide Vereine unterworfen sein 
miissen, wenn der erste Verein A zugleich die Abschattung des 
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zweiten B sein soll. Nennen wir das System, welches einen Verein 
von Grdéssen erster Stufe zunichst umfasst, das System dieses Vereins, 
so leuchtet ein, dass A nur dann die Abschattung von B sein kénne, 
wenn in demjenigen Systeme C, welches den Systemen beider Vereine 
gemeinschaftlich ist, die entsprechenden Grossen beider Vereine zu- 
sammenfallen, d. h. einander gleich sind, wie dies unmittelbar aus 
der Idee der Abschattung hervorgeht. Wir kénnen aber auch zeigen, 
dass, wenn diese Bedingung eintritt, auch jedesmal der Verein A als 
Abschattung des Vereines B aufgefasst werden kénne, und der Sinn 
der Abschattung dann bestimmt sei. Um dies zu beweisen, kénnen 
wir zuerst das System von B als Kombination des gemeinschaftlichen 
Systemes C mit einem davon unabhingigen Systeme darstellen. 
Dies System, welches dann zugleich von dem Systeme des Vereines 
A unabhingig sein wird, sei von m-ter Stufe, d. h. es sei durch das 


Hussere Produkt von m Gréssen erster Stufe b,....bm dargestellt, 
welche alle von einander unabhingig sind. Wird nun vorlaufig L 
als das Leitsystem angenommen, und sind a ....am die den Grdssen 
b,... bm entsprechenden Grissen des ersten Vereins A, so erhilt 
man, wenn zugleich a....am die Abschattungen von bh; ...b, nach 
dem Leitsysteme L sein sollen, die Gleichungen : 
Leaps Lebpeies.. 1p tage = Li Da} 
oder 
T).. (ayy) S07. oe L.(am— bm)=O; 


d. h. die Gréssen (a, — b),..-- (am — bm) sind dem Leitsysteme unter- 
geordnet. Es sind aber diese Gréssen sowohl von einander als von 
dem Systeme des Vereins A unabhingig. Denn fande eine solche 
Abhingigkeit statt, so wiirde auch eine Vielfachensumme von a ...4m 
und den andern Grissen erster Stufe, die dem Vereine A angehéren, 
als gleich erscheinen einer Vielfachensumme der Grossen by... bm, 
d. h. es wiirde in dem Systeme by.bg..-.-bm eine Grésse geben, 
welche den Systemen beider Vereine gemeinschaftlich wiire, d. h. 
dem Systeme C angehérte, was wider die Voraussetzung ist, indem 
jenes Produkt von C unabhingig angenommen ist. Da nun die 
Gréssen (a, —b,)...(am —bm) von einander unabhingig und dem 
Systeme L untergeordnet sind, soist auch ihr ausseres Produkt diesem 
Systeme untergeordnet; und wenn wir annehmen, dass das Leitsystem 


nicht von hdherer als m-ter Stufe ist, so folgt, dass es durch jenes 
16% 
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Produkt dargestellt, also vollkommen bestimmt ist, oder mit andern 
Worten, es ist dann der Sinn der Abschattung bestimmt. Setzen wir 
daher L jenem Produkte gleich, so folgt auch umgekehrt die Giiltig- 
keit der Gleichungen , 
L.a, =L.by us. w., 
und da L von dem Systeme von A unabhingig ist, so folgt, dass 
ay+.-am in der That die Abschattung von by ,..bm auf das System 
von A nach dem Leitsysteme L sind. Nimmt man nun in dem 
Systeme von B irgend eine andere Grisse erster Stufe b an, so wird 
sich dieselbe als Vielfachensumme von den Gréssen by... bm und von 
Gréssen, die dem Systeme C angehéren, darstellen lassen. Dann 
wird die entsprechende Grésse a des ersten Vereins sich als ent- 
sprechende Vielfachensumme von den entsprechenden Grissen ihres 
Vereins darstellen lassen, d. h. als entsprechende Vielfachensumme 
von den Abschattungen jener Gréssen erscheinen, oder sie selbst ist 
die Abschattung jenerersteren. Wir haben somit den Satz gewonnen: 
» Wenn zwischen den Gréssen erster Stufe eines Vereins (A) die- 
selben Zahlenrelationen stattfinden, welche zwischen den ent- 
sprechenden Grissen erster Stufe eines andern Vereins (B) 
herrschen: so ist der erste Verein (A) dann und nur dann als 
Abschattung des zweiten (B) aufzufassen, wenn in dem gemein- 
schaftlichen Systeme beider Vereine die entsprechenden Gréssen 
zusammenfallen; und zwar ist dann der Sinn der Abschattung 
vollkommen bestimmt. “ 
Als unmittelbare Folgerung aus diesem Satze geht hervor, ,,dass 
von zwei affinen Vereinen dann und nur dann der eine als Ab- 
schattung des andern erscheint, wenn in dem gemeinschaftlichen 
Systeme beider Vereine je zwei entsprechende Gréssen zusammen- 
fallen, und dass dann jeder von beiden Vereinen als Abschattung des 
andern aufgefasst werden kann. “ 

§ 159. Um die gewonnenen Resultate durch geometrische 
Anschauungen zu verdeutlichen, wird es geniigen, affine Vereine 
beiderlei Art in der Ebene zu betrachten. Es ist klar, wie man 
dann zu drei nicht in gerader Linie liegenden Punktgrissen (die aber 
auch in Strecken iibergehen kiénnen) drei beliebige ebenfalls nicht in 
gerader Linie liegende Punktgréssen als entsprechende annehmen, und 
daraus zwei einanderdirekt affine Vereine ableiten kann, indem man die 
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aus jenen entsprechenden Grissen auf gleiche Weise gebildeten Viel- 
fachensummen , oder deren auf gleiche Weise gebildeten Produkte 
als entsprechende Gréssen setzt. Eben so erhalt man zwei reciprok 
affine Vereine, wenn man zu drei Elementargrossen erster Stufe, die 
nicht in gerader Linie liegen, drei Liniengréssen, deren Linien ein 
Dreieck begrinzen, als entsprechende annimmt, und ausserdem je 
zwei durch dieselben Grundverkniipfungen aus ihnen. erzeugten 
Gréssen als entsprechende setzt. Es ist aus dem Friiheren klar, wie 
im ersten Falle dreien Punktgréssen des einen Vereins, die in gerader 
Linie liegen, auch drei des andern entsprechen, die gleichfalls in 
gerader Linie liegen, und eben so dreien Liniengréssen des einen, die 
durch Einen Punkt gehen, drei des andern entsprechen, welche gleich- 
falls durch Einen Punkt gehen; wie ferner im zweiten Falle dreien 
Punktgréssen des einen Vereins, die in Hiner geraden Linie liegen, 
drei Liniengréssen des andern entsprechen, die durch Einen Punkt 
gehen und umgekehrt. Dabei ist jedoch festzuhalten, dass die Punkt- 
gréssen auch in Strecken, die Liniengréssen in Flichenraéume um- 
schlagen kénnen. 

§ 160. Unsere bisherige Betrachtungsweise unterscheidet sich 
von der gewohnlichen geometrischen Anschauungsweise dadurch, dass 
wir die Punkte nicht fiir sich, sondern behaftet mit gewissen Zahlen- 
koefficienten, die wir Gewichte nannten, auffassten; und dies war 
nothwendig, damit sie eben als Gréssen erscheinen konnten. ‘Der 
Punkt selbst erschien entweder als solche Grésse mit dem Gewichte 
1, oder als System, dem die Grésse angehdrte. Ebenso mussten 
die Linie, die Ebene, der Raum, wenn sie als Gréssen erscheinen 
sollten, einen bestimmten Masswerth darbieten, und so als Linien- 
grésse, Plangrésse und begranzter Korperraum aufgefasst werden. 
‘Bs ist besonders die erste Betrachtungsweise (der Punkte als Gréssen), 
welche von der gewohnlichen ginzlich abweicht. Es bleibt uns 
daher jetzt noch besonders iibrig, fiir die in diesem Kapitel darge- 
stellten Gesetze jene Differenz auszugleichen. Wir kntipfen diese 
Betrachtung an die allgemeine Verwandtschaft der Affinitat, und 
nennen zunachst die entsprechenden Systeme zweier affiner Vereine, 
linedr verwandt, und zwar wenn jene Vereine direkt affin sind, so 
nennen wir die Vereine ihrer Systeme kollinear verwandt, und wenn 
sie reciprok affin sind, reciprok verwandt; oder um diese Begriffe 


246 Verwandtschaftsbeziehungen. § 161 


sogleich auf die Geometrie zu iibertragen, wenn zwei Vereine von 
Grissen (Elementargréssen , Liniengréssen , Plangréssen) in direkter 
oder reciproker Affinitat stehen, so nennen wir die Vereine der ihnen 
zugehdrigen Systeme (Punkte, Linien, Ebenen) kollinear oder reciprok 
verwandt. Wir haben nun nachzuweisen, dass diese Begriffe mit den 
sonst unter den aufgefiihrten Namen verstandenen Begriffen zusammen 
fallen. Mdbius, der Begriinder dieser allgemeinen Verwandtschafts- 
theorie, stellt als den Begriff der Kollineation auf*), dass bei zwei 
ebenen oder kérperlichen Riumen, welche in dieser Verwandtschaft 
stehen, jedem Punkte des einen Raumes ein Punkt in dem andern 
Raume dergestalt entspricht, dass wenn man in dem einen Raume 
eine beliebige Gerade zieht, von allen Punkten, welche von dieser 
Geraden getroffen werden, die entsprechenden Punkte des andern 
Raumes gleichfalls durch eine Gerade verbunden werden kénnen. 
Hieraus folgt vermége der in den vorigen Paragraphen dargelegten 
Gesetze, dass in der That die Systeme, welche den entsprechenden 
Gréssen zweier direkt affiner Vereine zugehéren, zwei kollineare 
Vereine in dem von Mobius dargestellten Sinne bilden; aber auch 
umgekehrt lisst sich zeigen, dass, wenn zwei Riiume in diesem Sinne 
als kollinear verwandt erscheinen, die entsprechenden Punkte auch 
mit solchen Gewichten behaftet werden kénnen, dass die Vereine der 
so gebildeten Griéssen einander affin sind; oder mit andern Worten, 
dass zwei Raume, welche nach dem Princip der gleichen Konstruk- 
tionen einander kollinear sind, es auch nach dem Princip der gleichen 
Zeiger sind. 

§ 161. Um dies zuerst fiir die Ebene zu beweisen, nehme 
man irgend vier Punkte in der einen Ebene an, von denen keine drei 
in gerader Linie liegen, und ebenso in der andern auch vier solche 
Punkte, und setze sie einander entsprechend, was nach dem Princip 
der gleichen Konstruktionen verstattet ist, weil der vierte Punkt von 
den drei ersten durch keine lineiire Konstruktion abhingt: Nun kann 
man in jeder Ebene dreien von den Punkten solche Gewichte hinzu- 
fiigen, dass der vierte Punkt als Summe der so gebideten 3 Elementar- 
gréssen erscheint ; denn wenn man nur jene 3 Punkte als Richtelemente 
annimmt, so sind die 3 Richtstiicke des vierten Punktes die verlangten 


*) in seinem barycentrischen Kalkiil § 217. 
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Elementargrissen; nimmt man nun diese 3 Paare von Elementar- 
gréssen als einander entsprechende Gréssen zweier affiner Vereine 
an, so sind auch die beiden vierten Punkte entsprechende Gréssen 
derselben Vereine. Nun erhilt man nach dem Princip der gleichen 
linetiren Konstruktion aus 4 entsprechenden Punktenpaaren ABCD 
und A’B’O'D’ zweier kollinearer ebenen Riume (Fig. 15. u. 16.) 
ein neues Paar durch das Kreuzen der entsprechenden Linien AB 
und CD einerseits, nnd A’B’ und C’D’ anderseits, indem der eine 
Kreuzpunkt, da er zweien Graden des einen Vereines angehort, auch 
als entsprechenden Punkt denjenigen Punkt haben muss, welcher 
den entsprechenden Geraden des andern Vereines angehirt, also den 
Kreuzpunkt beider Geraden. Sind nun die zu jenen Elementen 
gehirigen Hlementargrissen a, b, ¢, d und a, b,c, d’ einander affin, 
so sind es auch die Produkte ab.cd und a’b’.cd (nach § 157), und 
die Elemente dieser Produkte, d. h. die oben bezeichneten Kreuz- 
punkte, sind also dann auch nach dem Princip der gleichen Zeiger 
einander kollinear. Also je zwei Elemente, welche in der Ebene 
sich als entsprechende nach dem Princip der gleichen Konstruktion 
nachweisen lassen, sind es auch nach dem Princip der gleichen Zeiger. 

§ 162. Entsprechend lasst sich der Satz fiir Korperrdiume 
nachweisen, indem man dann nur statt jener vier Punktenpaare 
fiinf solche nimmt, von denen keine vier in Hiner Ebene liegen. 
Dann zeigt sich, wie nach dem Princip der gleichen Konstruktion 
jeden vier Punkten des einen Vereins, welche in Hiner Ebene liegen, 
auch vier Punkte des andern entsprechen miissen, welche gleichfalls 
in Einer Ebene liegen. Denn vier Punkte, welche in derselben 
Ebene liegen, miissen sich so verbinden lassen, dass ihre Verbindungs- 
linien sich kreuzen; diesem Kreuzpunkte muss dann auch ein Kreuz- 
punkt der entsprechenden Verbindungslinien des andern Raumes ent- 
sprechen, also miissen auch diese Verbindungslinien, also auch die 
Punkte, welche durch sie verbunden werden, in Hiner Ebene liegen. 
Sind nun A, B, C, D, E und A’, B,C’, DE’ die finf entsprechenden 
Punktenpaare, so wird nach dem Princip der gleichen Konstruktion 
dem Durchschnitte der Ebene ABC mit der geraden Linie DE der 
Durchschnitt von A’B'C’ mit DE’ entsprechen. Nan kénnen wir 
ganz auf dieselbe Weise, wie vorher, den fiinf Punktenpaaren solche 
Gewichte geben, dass die so entstehenden Elementargréssen a, b, ¢, 
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d, e und a,b, ¢, d’, e’ einander affin werden, indem man nur in 
jedem Vereine einen jener Punkte als Vielfachensumme der tibrigen 
desselben Vereins darzustellen, und diese Vielfachen als die entsprechen- 
den Elementargréssen zu setzen braucht. Dann sind nach § 157 auch 
die Produkte abc.de und a’b’c’ .d’e’ einander entsprechende Gréssen 
jener affinen Vereine; die Elemente dieser Produkte, d. h. die oben 
bezeichneten Durchschnittspunkte sind also dann auch nach dem 
Princip der gleichen Zeiger einander kollinear entsprechend. Somit 
wieder, wenn irgend 5 Elemente des einen Vereines nach beiden 
Principien 5 Elementen des andern entsprechen, so wird auch jedes 
sechste Elementenpaar, was nach dem Princip der gleichen Konstruk- 
tion sich als entsprechendes nachweisen lisst, sich auch nach dem 
Princip der gleichen Zeiger als solches nachweisen lassen. 

Es ist also in der That die Identitét beider Principien fiir ebene 
sowohl als kérperliche Ritume nachgewiesen. Bei Punkten einer 
geraden Linie reicht das Princip der gleichen Konstruktionen nur 
dann aus, wenn man mit den Konstruktionen aus der geraden Linie 
herausgeht, und also ein entsprechendes Punktenpaar ausserhalb der- 
selben annimmt; das Princip der gleichen Zeiger hat hingegen auch 
dann noch, wie iiberhaupt immer, seine direkte Anwendung. 

§ 163. Nach dem Princip der gleichen Konstruktion nennen 
wir zwei Vereine einander reciprok, wenn jedem Punkte des ersten 
Vereins eine Gerade des andern dergestalt entspricht, dass, wenn 
man in der Ebene des ersten Vereines eine Gerade zieht, von allen 
Punkten, welche in dieser Geraden liegen, die entsprechenden 
Geraden des andern Vereines durch einen Punkt gehen, und umge- 
kehrt zu allen Geraden des zweiten Vereines, welche durch den- 
selben Punkt gezogen werden kénnen, die entsprechenden Punkte 
des ersten in einer geraden Linie liegen. Ebenso werden zwei raium- 
liche Vereine einander nach dem Princip der gleichen Konstruktion 
reciprok sein, wenn die Ebenen des zweiten Vereins, welche den 
simmtlichen Punkten einer Geraden im ersten entsprechen, sich in 
einer und derselben Geraden schneiden, und umgekehrt die Punkte 
des ersten Vereins, welche den simmtlichen Ebenen, die durch die- 
selbe gerade Linie gehen, und dem zweiten Vereine angehirig gedacht 
werden, sich durch eine gerade Linie verbinden lassen. Es bedarf 
kaum noch einer Auseinandersetzung, dass die auf diese Weise 
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reciproken Gebilde es auch nach dem Princip der gleichen Zeiger 
sind, indem sich dies genau auf dieselbe Weise ergiebt, wie es sich 
oben fiir die Kollineation ergab. 

§ 164. Setzen wir drei Punkte, die nicht in einer geraden 
Linie liegen, entsprechend mit drei Punkten, die auch nicht in ge- 
rader Linie liegen, und bilden daraus durch gleiche Zeiger zwei 
Vereine entsprechender Griéssen: so wird das Gewicht einer jeden 
Grésse die Summe ihrer 3 Zeiger, also das Gewicht zweier ent- 
sprechender Griéssen dasselbe sein ; es erscheinen also auch die Punkte 
selbst tiberall als entsprechende Grossen, und es herrscht also zwischen 
den Vereinen der entspréchenden Punkte selbst Affinitét. Daraus folgt, 
dass, wenn a, b, ¢ drei in gerader Linie liegende Punkte, a, b’, ¢ drei 
ihnenentsprechende Punkte eines affinen Punktgebildes sind, dann nicht 
nur auch a, b’, c, in gerader Linie liegen, sondern auch die zwischen 
ihnen befindlichen Abschnitte proportional sein miissen, denn wenn 

ab = mbe, 
ist, wo m eine Zahl vorstellt, so wird auch nach dem allgemeinen 
Gesetz der Affinitit 
ab =mb'e 

sein, und nach der Annahme sollten auch a, b’, ¢ Punkte sein, wenn 
a, b, ¢ es waren. Hs fillt somit unser Begriff der Affinitét mit dem 
sonst tiblichen Begriff derselben zusammen, sobald er auf dieselben 
Grdssen, nimlich auf blosse Punkte (mit gleichen Gewichten) ange- 
wandt wird. Die Erzeugung affiner Punktvereine tritt noch klarer 
hervor, wenn wir Parallelkoordinaten zu Grunde legen, oder nach 
unserer Benennungsweise, wenn wir zu einem Punkt und zwei 
Strecken des einen Vereins in dem andern Vereine einen Punkt und 
zwei Strecken als entsprechende setzen; und dann die entsprechenden 
Gréssen durch gleiche Zeiger erzeugen: dann wird das Gewicht dieser 
Grissen gleich dem zu jenem Punkte gehorigen Zeiger sein, und 
also gleich 1 erscheinen, wenn jener Zeiger der Einheit gleich wird. 
Zieht man somit in dem einen Gebilde von einem Punkte aus zwei 
Strecken, und in dem andern von dem entsprechenden Punkte aus 
zwei entsprechende Strecken, und setzt diese Strecken als Richtmasse 
fiir die Richtstiicke der demselben Gebilde zugehérigen Punkte, so 
haben die entsprechenden Punkte beider Vereine stets gleiche. Ge- 
wichte; und zugleich sind dadurch aus 3 Paaren entsprechender 
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Punkte alle iibrigen entsprechenden Punktenpaare zweier affiner 
Punktgebilde bestimmt. 

§ 165. Was die metrischen Relationen zweier kollinearen 
Punktgebilde betrifft, so sind diese auf eine hichst einfache Weise 
dadurch ausgedriickt, dass 

»jede Grundgleichung, welche unabhingig ist von den Mass- 

werthen der darin vorkommenden Grissen, bestehen bleibt, 

wenn man statt der Grissen die entsprechenden eines kollinearen 

Vereines setzt.“ 

Nimlich da man diese Masswerthe auch so setzen kann, dass beide 
Vereine von Grissen affin werden, und fiir affine Grissenvereine die 
Geltung dieses Satzes erwiesen ist, so gilt er nun unter jener Voraus- 
setzung auch fiir kollineare Vereine. Eine specielle Folgerung dieses 
allgemeinen Satzes, welcher die metrischen Relationen, welche 
zwischen kollinearen Gebilden herrschen, in ihrer ganzen Vollstiindig- 
keit umfasst, ist z. B. die, dass jeder Doppelquotient zwischen vier 
Grissen A, B, C, D, welcher einen Zahlenwerth darstellt, auch den- 
selben Zahlenwerth behilt, wenn man statt ABCD die entsprechenden 
Grissen A’B’C'D’ eines kollinear verwandten Gebildes setzt; niimlich 
ein solcher Doppelquotient, da er sich in der Form 

AB CD 

BO DA 
darstellen lisst, ist unabhiingig von dem Masswerthe der 4 Grissen 
A, B, C, D, weil jede im Zihler und Nenner einmal vorkommt, folg- 
lich wird, wenn man diesen gleich einer Zahl m setzt, diese Gleichung 
auch fortbestehen, wenn man statt der Grissen A, B, C, D die ihnen 
kollinear entsprechenden Grissen A’, B’, C’, D’ setzt, und man hat 
somit 


=m 


ABCD _ AB CD 
BO'DA BO 'D‘A”™ 
Namentlich hat man, wenn a, b, c,d Punkte einer geraden Linie 
sind, und a, b, c’, d’ die entsprechenden, 
abed ab cd 


Eben so ist, wenn A eine Linie, b, c, d aber Punkte sind, welche mit 
A in derselben Ebene liegen und selbst unter einander in derselben 
geraden Linie liegen 


§ 166 Doppelquotienten. — Projektion und Abschattung. 251 


bAcd bA cd 
Ac db Ac db’ 
Ferner wenn A und © gerade Linien, b und d Punkte sind, und A, 
CO, b, d in derselben Ebene liegen, so ist 
Ab Cd Ab Cd 
po dA bC dA’ 
Ferner wenn A und © Ebenen, b und d Punkte sind, so ist 
Ab Cd Ab Cd 
bO dA bC dA 
Endlich wenn A, B, C, D Linien im Raume sind, so ist 
ABCD AB CY 
BC DA. BOC DA’ 
Die hinzugefiigten Bedingungen entsprechen nadmlich der in dem all 
gemeineren Satze hinzugefiigten Bedingung, dass der Doppelquotient 
eine Zahl darstellen soll. 

§ 166. Wie sich nun die Kollineation zur Affinitat verhilt, 
so verhilt sich die Projektion zur Abschattung , indem, wie wir oben 
zeigten, bei Elementargrissen das System der Abschattung die Pro- 
jektion darstellte. Es werden also auch alle Grundgleichungen, 
welche von dem Masswerthe ihrer Gréssen unabhingig sind, bestehen 
bleiben, wenn man statt der Grissen ihre Projektionen setzt ; nament- 
lich werden auch jene Doppelquotienten bei der Projektion denselben 
Werth beibehalten. Wie ferner die durch Abschattung aus einander 
erzeugbaren Vereine eine besondere Art der Affinitat darstellten, so 
werden nun auch die durch Projektion aus einander erzeugbaren 
Vereine eine besondere Art der Kollineation darstellen, und zwar 
kénnen wir, wenn wir die durch Projektion aus einander erzeugbaren 
Vereine perspektivische nennen, den Satz aufstellen: 

,Zwei kollineare Vereine sind dann und nur dann perspektivisch, 

wenn in dem Durchschnitte der ,beiden Systeme, dem jene 

Vereine angehiren, je zwei entsprechende Punkte zusammen- 

fallen, und der Sinn der Projektion ist dann bestimmt.“ 

Dieser Satz ist eben nur eine Uebertragung des in § 158 fiir die 
Abschattung aufgestellten Satzes. Namentlich folgt daraus auch, 
dass zwei kollineare Linien, welche nicht in Hiner Ebene liegen, 
stets perspektivisch sind, weil sie sich nicht schneiden. Endlich 
wird in demselben Falle, in welchem die kollinearen Vereine zugleich 
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affin werden, die Projektion mit der Abschattung identisch werden ; 
nimlich wenn die Abschattung und die abgeschattete Grésse Punkte 
oder iiberhaupt Elementargréssen erster Stufe mit gleichen Gewichten 
darstellen. Dies wird der Fall sein, wenn das Leitsystem ein Aus- 
dehnungssystem ist (oder anders ausgedriickt, als Hlementar- 
system ins Unendliche fallt). Dieser Fall trat im ersten Abschnitte 
(§ 82) ein, weshalb dort Projektion und Abschattung zusammenfielen. 

§ 167. Fragen wir tiberhaupt danach, welche Gleichungen 
unabhingig sind von dem Masswerthe der Gréssen geltender Stufe, 
die darin vorkommen, und welche also in der Projektion und tiber- 
haupt in der Kollineation bestehen bleiben, so sind es diejenigen, bei 
welchen jede Grosse von geltender Stufe, in demselben Gliede eben 
so oft als Faktor des Nenners vorkommt, wie als Faktor des Zihlers, 
und nur diejenigen Faktoren, welche simmtlichen Zihlern oder 
Nennern gemeinschaftlich sind, kénnen in den Gliedern beliebig oft 
vorkommen, wenn uur in allen gleich oft. Die einfachste Form einer 
solchen Gleichung ist daher 


aQA 
a 


WO 018 jena setae vorstellen, und wobei wir, damit die 
Gleichung einen bestimmten Sinn gewinne, annehmen miissen, dass 
die Nenner PA, PB,.... einander gleichartig sind, ohne null zu 
werden. Setzen wir dies voraus, und nehmen wir Q gleich der Einheit, 
wodurch die Gleichung iibergeht in 


PB 
ppt 9 


so nennen wir dieselbe eine harmonische Gleichung, @, f,... 
die harmonischen Koefficienten (harm. Gewichte), die Systeme von 
A, B,... die harmonischen Systeme, P das Polsystem. Verstehen 
wir unter A, B,... blosse Systeme, so schreiben wir die Gleichung 
auch so: 
iP 
aA+ @B+....=0, 

und sagen, der Ausdruck eA -+- 6B... sei in Bezug auf P gleich 
null. Die Bedingung, dass die Gréssen PA, PB.... alle einander 
gleichartig sein miissen, ohne null zu werden, kénnen wir auch’so 
ausdrticken, dass fiir alle diese Produkte das nichstumfassende System 
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und das gemeinschaftliche System der Faktoren dieselben sein imiissen. 
Wenn das niichstumfassende System in allen dasselbe sein soll, so 
heisst das, es muss dasselbe zusammenfallen mit demjenigen Systeme, 
was die simmtlichen Gréssen P, A, B,.... zunichst umfasst, d. h. 
mit dem Hauptsysteme der Gleichung. Wenn das gemeinschaftliche 
System in einem jener Produkte, also auch in allen von nullter Stufe 
ist, so sind die Produkte aussere, und dann, aber auch nur dann sind 


. A 
die Werthe der Quotienten a u. s. w. bestimmte Gréssen (§ 141). 


In diesem Falle nennen wir die harmonische Gleichung eine har- 
monische von reiner Form. Aber obgleich in dem andern Falle die 


A 
uotienten * nur partiell bestimmte Werthe darstellen, so behilt 
PA ue 


die harmonische Gleichung dennoch auch dann ihre bestimmte Be- 
deutung, welche wir nun aufsuchen wollen. Da PA, PB,.... 
einander gleichartig sind, ohne null zu werden, so miissen sich solche 
Masswerthe von A, B.... annehmen lassen, dass 
PA PR 2137 

ist; dann wird die Gleichung in der Form 

aA+ @B+.... hrf 

PA i 

erscheinen, woraus man durch Multiplikation mit PA die absolute 
Gleichung 


oA+ BB-+..... = 
erhilt. Multiplicirt man diese Gleichung mit P, so erhalt man 
(a+ P+....)AP=0, d. h. 
a+ P-+....=0 
oder 
,in einer harmonischen Gleichung ist die Summe der har- 
monischen Koefficienten auf beiden Seiten gleich.“ 
Zugleich erhilt man hierdurch ein Mittel, um den Werth oS, welcher 
der Gleichung 
Pp 
aA+ BB-+..... = 05 
geniigt, zu konstruiren, d. h. den harmonischen Koefficienten und das 
harmonische System dieses Gliedes zu finden; némlich erstens ist 


o=—a+tf+..., 
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zweitens ist, wenn A, B,.... so gross gemacht sind, dass die Pro- 
dukte mit P einander gleich sind, und auch S in solcher Grosse an- 
genommen wird, nach dem vorigen 


aA+ pB-+...=08 
g CA TAB ees 
oO 


oder 


wodurch S selbst, wenn nicht etwa o' null ist*), bestimmt, also auch 
das System von S bestimmt, die Bedeutung der harmonischen Gleichung 
somit nachgewiesen ist. Wirnennen das System vonS die harmonische 
Mitte zwischen den Systemen A, B,.... in Bezug auf die zugehérigen 


Koefficienten @, @,.... und das Polsystem P, und dies System ver- 
bunden mit dem harmonischen Koefficienten (@ + @—+-....) nennen wir 
die auf P beziigliche harmonische Summe von @A, 6B,..... 


‘§ 168. Im vorigen Paragraphen haben wir gezeigt, dass eine 
harmonische Gleichung auch als absolute besteht, wenn man den 
Systemen solche Masswerthe beilegt, dass ihre Produkte mit dem 
Polsysteme einander gleich werden. Wir kénnen nun auch umge- 
kehrt schliessen und sagen, ,eine Gleichung zwischen Vielfachen- 
summen von Gréssen, deren Produkte mit einer und derselben Grisse 
P gleichen Werth liefern, sei eine harmonische, wenn man die 
Koefficienten jener Gréssen als harmonische Koefficienten der durch 
sie dargestellten Systeme, das System von P aber als Polsystem 
setzt.“ In der That ist 


«A+ @6B+..... = oS 
die gegebene Gleichung, und ist 
PA =PB-=....==\P8, 


so erhalt man, indem man mit PS dividirt, und links statt die Summe 
zu dividiren die Stiicke dividirt, indem man dann statt PS die ihm 
gleichen Ausdriicke setzt, die harmonische Gleichung 


*) Ist o null, und auch «A+ 6B+...=0, so ist S ganzlich unbe- 
stimmt, wie dies auch in der Idee der harmonischen Gleichung liegt. Ist ¢ 
null und «A + 6B +... stellt einen geltenden Werth dar, so giebt es keinen 
(endlichen) Werth von S, welcher der Gleichung geniigt; da dann auch 
(eA + 6B+....) P gleich null ist, so ist klar, dass das System, was jener 
Summe entspricht, auch nicht der Bedingung mit P ein Produkt von gelten- 
dem Werthe zu liefern geniigt. 
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aA , BB oS 
pat PB oa evce=— Ps’ 
oder 

; P 

aA-+-SB-+..... =0, 
wo A, B,... nur noch blosse Systeme vorstellen. Durch diese Sitze 
ergeben sich nun leicht die Umwandlungen, welcher eine harmo- 
nische Gleichung, welche in reiner Form erscheint, fahig ist. Zuerst 
leuchtet unmittelbar ein, dass man einestheils die simmtlichen harmo- 
nischen Systeme, anderntheils das Polsystem mit einem Systeme L 
dusserlich kombiniren darf, welches von dem Hauptsysteme der ur- 
spriinglichen Gleichung unabhingig ist, ohne dass die Gleichung auf- 
hért eine harmonische zu sein. Denn wenn 


aA-+ PB+....=0 


PA=PB=.... 
ist, so ist klar, dass, wenn L von PA unabhiangig ist und PA, wie 
wir voraussetzten, ein dusseres Produkt ist, auch 
LPA =LPB=.... 
sei, also auch LP als Polsystem angenommen werden kénne, dass 


und 


ferner 
aAL+ @BL-+....=0 

und 

PAL=PBL=.... 
sei, also diese mit L kombinirte Gleichung noch in Bezug auf das- 
selbe Polsystem P eine harmonische sei. Ohne Vergleich wichtiger 
als diese Umwandlungen sind diejenigen, bei welchen man nicht 
aus dem Hauptsysteme der urspriinglichen Gleichung herausgeht. 
Setzt man nimlich P gleich Q.R, sei es nun, das Q.R ein dusseres, 
oder dass es ein auf das Hauptsystem der Gleichung beziigliches 
eingewandtes Produkt darstelle, so wird, da P.A als Ausseres 
oder auch als eingewandtes Produkt nullter Stufe betrachtet wer- 
den kann, das Produkt Q.R.A (nach § 139) ein reines, also 
gleich Q.(R.A) sein. Multiplicirt man daher die urspriingliche 
Gleichung 

aA + @B+...=0, 


zu welcher die Bedingungsgleichungen 
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B.A =P Biesgad 


oder 
Q.(R. A)==Q.(R.B)—..... 
gehéren, mit R, so erhalt man 
aRA-+ 6RB+....=0, 


welche vermége der Bedingungsgleichungen in Bezug auf Q har- 
monisch ist. Also 

,otellt man das Polsystem einer reinen harmonischen Glei- 

chung als Kombination dar, sei es als dussere, oder als einge- 

wandte auf das Hauptsystem der Gleichung beztigliche: so 

bleibt die Gleichung eine rein harmonische, wenn man das 

eine Glied jener Kombination mit den harmonischen Systemen 

kombinirt, das andere als Polsystem setzt, alles iibrige aber 

unverindert Lisst. “ 
Um die Allgemeinheit dieses Satzes und den Reichthum der Bezie- 
hungen zu iibersehen, welchen er in sich fasst, haben wir auch 
diejenigen harmonischen Gleichungen in Betracht zu ziehen, welche 
nicht in reiner Form erscheinen. 

§ 169. Ist die Gleichung 

aoA+ @B+....=0 
mit den Bedingungsgleichungen 
PA =PB=.... 
gegeben, und sind die Produkte PA u. s. w. eingewandte: so lasst 
sich die harmonische Gleichung, welche daraus hervorgeht, in rei- 
ner Form darstellen. In der That, wenn E das System darstellt, 
welches den Faktoren eines jeden dieser Produkte gemeinschaftlich 
ist, so wird P sich als tusseres Produkt in der Form QE darstellen 
lassen, und man hat 
PA=QE.A=QA.E; 
also gehen die Bedingungsgleichungen tiber in 
QA.E=QB.E=... 
oder, da E dem QA ete. untergeordnet ist, in 
QA = QB=..'., 

wo QA u. s. w. dussere Produkte sind; und die Gleichung ist also 
auch harmonisch in Bezug auf Q, d. h. 


Q 
aA+ 6B+....—=0, 
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und sie ist nun in reiner Form dargestellt. Also ,eine unreine 
harmonische Gleichung bietet stets ein System (E) dar, welches 
den simmtlichen harmonischen Systemen und dem Polsysteme der- 
selben (P) gemeinschaftlich ist, und man kann die Gleichung in 
reiner Form darstellen, indem man als Polsystem irgend ein System 
(Q) setazt, dessen dussere Kombination mit jenem gemeinschaftlichen 
Systeme (E) das urspriingliche Polsystem (P) liefert.“ 

Da man nun aus den zuletzt gefundenen Bedingungsgleichnngen 

QA QB=... 

fiir den Fall, dass A, B,... das gemeinschaftliche System EH haben, 
und E, dem E untergeordnet ist, die neuen Bedingungsglei- 


chungen 

QA. E, = QB. HE, =... 
oder, da E, auch dem A, B,... untergeordnet ist, die Bedingungs- 
gleichungen 


QE,.A=QE,.B=... 
ableiten kann, so folgt, dass dieselbe Gleichung auch noch harmo- 
nisch ist in Bezug auf QE,. Daraus folgt, dass man in einer reinen 
harmonischen Gleichung das Polsystem mit einem Systeme, welches 
allen harmonischen Systemen untergeordnet ist, kombiniren, und 
diese Kombination als Polsystem setzen kann, oder allgemeiner 
»Wenn die harmonischen Systeme einer Gleichung ein System 
von geltender Stufe gemeinschaftlich haben, so kann man das 
Polsystem beliebig andern, wenn nur dasjenige System, welches 
jenes gemeinschaftliche System und dieses Polsystem zunachst 
umfasst, dasselbe bleibt.“ 
Nehmen wir ferner an, dass in einer reinen harmonischen Gleichung 
das Polsystem demjenigen Systeme R, was die sémmtlichen harmo- 
nischen Systeme zuniichst umfasst, nicht untergeordnet sei, sondern 
mit ihm nur ein System E gemeinschaftlich habe, und sich also in 
der Form QE darstellen lasse, wo Q von jenem nichstumfassenden 
Systeme unabhingig ist, so kann man statt der Bedingungsglei- 
chungen 
QEA = QEB=... 
auch, da Q von dem Systeme, welches die Faktoren EA, Ey. 
zunichst umfasst, unabhingig ist, nach § 81 mit Weglassung des 


Faktors Q die Gleichungen 
17 
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EA=EB=.... 

setzen, d. h. die Gleichung ist auch harmonisch in Bezug auf E, 
da man nun nach § 188 auch E wieder mit jedem von R unab- 
hangigen Systeme ausserlich kombiniren darf, so haben wir den 
Satz: 

Man kann in einer reinen harmonischen Gleichung das Pol- 

system beliebig in der Art adndern, dass dasjenige System, 

welches es mit dem alle harmonischen Systeme zunichst um- 

fassenden Systeme gemeinschaftlich hat, dasselbe bleibt. “ 
Dieser Satz entspricht dem vorhergehenden, und lasst sich, wenn 
man will, in die ganz entsprechende Form kleiden. Auch iibersieht 
man leicht, wie man durch Kombination dieser beiden Gesetze ein 
allgemeineres Gesetz ableiten kénnte, welches jedoch wegen seiner 
verwickelten Form von geringerer Bedeutung ist *). 

$170. Vermittelst dieser Sitze nun kénnen wir den Satz 
aus § 168 noch in einer etwas einfacheren und fiir die Anwendung 
bequemeren Form darstellen. Namlich wenn wir die dort gewithlte 
Bezeichnung wieder aufnehmen, so kénnen wir in der harmonischen 
Gleichung 


Q 
aRA-+-6BRB+....=0 
nach dem ersten Satze des vorigen Paragraphen statt Q auch QR, 
d. h. P setzen, und haben somit den Satz: 
yin einer reinen harmonischen Gleichung kann man ohne 
Aenderung des Polsystems die harmonischen Glieder mit jedem 
dem Polsystem eingeordneten Systeme kombiniren. “ 
In diesem Satze liegen die simmtlichen Satze tiber die harmonischen 
Mitten (centres de moyennes harmoniques), welche Poncelet auf- 
gestellt hat **). In der That hat man z. B. in einer Ebene die har- 


*) Es wiirde dies Gesetz etwa so ausgedriickt werden kénnen: Wenn 
man ein verinderliches Polsystem mit dem die harmonischen Systeme zu- 
nichst umfassenden Systeme kombinirt, und dabei dasjenige System, welches 
diese Kombination und das allen harmonischen Systemen gemeinschaftliche 
System zuniichst umfasst, konstant bleibt, so bleibt die harmonische Glei- 
chung als solche in Bezug auf jenes verinderliche Polsystem bestehen. 

**) In seinem Mémoire sur les centres de moyennes harmoniques, welches 
im dritten Bande des Crelle’schen Journals abgedruckt ist. — Eine Er- 
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monische Mitte mehrerer Linien in Bezug auf gewisse harmonische 
Koefficienten und einen Punkt der Ebene als Pol; und man zieht 
durch diesen Punkt eine gerade Linie, so wird zwischen den Durch- 
schnittspunkten dieser Linie mit den ersteren nach dem zuletzt ange- 
fiihrten Satze in Bezug auf denselben Pol auch dieselbe harmonische 
Gleichung herrschen; oder, anders ausgedrtickt, wenn man durch 
einen festen Punkt eine veriinderliche Gerade zieht, welche eine Reihe 
von n festen Geraden derselben Ebene schneidet und man bestimmt 
in Bezug auf jenen Punkt als Pol die harmonische Mitte zwischen 
den mit konstanten harmonischen Koefficienten behafteten Durch- 
schnittspunkten, so liegt dieselbe in einer festen Geraden, und zwar 
ist diese Gerade die harmonische Mitte jener n Geraden in Bezug auf 
denselben Pol und dieselben harmonischen Koefficienten. Hat man 
auf der andern Seite in Bezug auf eine Axe die harmonische Mitte 
zwischen einer Reihe von n Punkten derselben Ebene, und man legt 
durch irgend einen Punkt der Axe und jene n Punkte gerade Linien, 
so findet zwischen ihnen nach dem angefiihrten Satze in Bezug auf 
die Axe dieselbe harmonische Gleichung statt, wie zwischen jenen n 
Punkten. Oder verbindet man einen in einer festen Geraden liegenden 
veranderlichen Punkt mit n festen Punkten derselben Ebene, so geht 
die harmonische Mitte dieser Verbindungslinien in Bezug auf jene 
Gerade als Axe und in Bezug auf eine Reihe konstanter Koefficienten, 
welche jenen Punkten zugehiren, durch einen festen Punkt, und zwar 
ist dieser Punkt die harmonische Mitte der gegebenen n Punkte in 
Bezug auf dieselbe Axe. — Wollen wir die zweite Ausdrucksform 
in ihrer ganzen Allgemeinheit darstellen, so gelangen wir zu folgen- 
der neuen Form des oben aufgestellten Satzes: 
»Kombinirt man ein verinderliches System R, welches einem 
festen Systeme P als Polsysteme eingeordnet ist, mit n festen 
Systemen A, B,..., deren jedes mit dem Polsysteme kombinirt 
das Hauptsystem liefert: so ist die harmonische Mitte jener no 
Kombinationen in Bezug auf n zugehérige feste Koefficienten 
a, B,...., deren Summe nicht null ist, und auf jenes Polsystem 


weiterung dieser Poncelet’schen Theorie habe ich in einer Abhandlung 
»Theorie der Centralen“ , welche im 24-ten Bande desselben Journals abge- 
druckt ist, versucht. 

ili 
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P einem festen Systeme Q eingeordnet, und zwar ist dies feste 
System Q die harmonische Mitte der n festen Systeme SB ys 
in Bezug auf dieselben Koefficienten a, 6,... und auf dasselbe 
Polsystem P.“ 
Diese Ausdrucksform ergiebt sich aus der ersteren (im vorigen Para- 
graphen aufgestellten) mit vollkommener Schirfe, wenn man von 
dem Satze Gebrauch macht, dass wenn das Polsystem, die harmo- 
nischen Systeme, deren jedes mit dem Polsysteme kombinirt das 
Hauptsystem liefert, und die zugehdrigen harmonischen Koefficienten, 
deren Summe aber nicht null sein darf, gegeben sind, die harmo- 
nische Mitte jedesmal bestimmt ist.— Die letzte Bestimmung in 
diesen Siitzen, dass nimlich das feste System Q, dem jene harmo- 
nischen Mitten eingeordnet sind, selbst als harmonische Mitte erscheint, 
fehlt in der Poncelet’schen Darstellung, und es bieten daher die 
hier gefundenen Ausdrucksformen, da die harmonische Mitte nach 
§ 167 leicht konstruirt werden kann, zugleich neue und einfache 
geometrische Beziehungen dar. 

§ 171. Ich will diese Darstellung mit einer der schénsten 
Anwendungen schliessen, die sich von der behandelten Wissenschaft 
machen lisst, némlich mit der Anwendung auf die Krystallgestalten. 
Doch will ich mich hier auf die Mittheilung der Resultate be- 
schrinken, indem ich die Ableitung derselben dem Leser iiberlasse. 
Bekanntlich stellen die Krystallgestalten jede ein System von Ebenen 
dar, welche ihrer Lage nach verinderlich, ihren Richtungen nach 
aber konstant sind, d. h. statt jeder Ebene, die an einer Krystall- 
gestalt hervortritt, kann auch die ihr parallele hervortreten, ohne 
dass dadurch die Krystallgestalt als solche geindert wird. Die Ab- 
hangigkeit, in welcher die Richtungen dieser Ebenen unter einander 
stehen, kénnen wir vermittelst der durch unsere Wissenschaft fest- 
gestellten Begriffe so ausdriicken : 

Wenn man vier Flichen eines Krystalles ohne Aenderung ihrer 

Richtungen so legt, dass sie einen Raum einschliessen*), und 

die Stiicke, welche dadurch von dreien derselben abgeschnitten 

werden, zu Richtmassen macht, so lasst sich jede andere Fliche 


*) Hierin liegt schon, dass die Flichen keine parallelen Kanten haben 
diirfen. 
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des Krystalles als Vielfachensumme dieser Richtmasse rational 

ausdriicken. “ ’ 
Darin, dass der Ausdruck ein rationaler ist, liegt, dass die Zeiger sich 
als rationale Briiche, und also, daes nur auf ihr Verhiltniss ankommt, 
sich als ganze Zahlen darstellen lassen. Hierbei bemerken wir 
noch, dass im Allgemeinen diejenigen Ebenen am hiufigsten am 
Krystalle hervorzutreten pflegen, deren Zeiger sich durch die 
kleinsten ganzen Zahlen ausdriicken lassen, und dass es schon dusserst 
selten ist, wenn die Zeiger einer Krystallflache sich nur durch ganze 
Zahlen ausdriicken lassen, unter denen gréssere als 7 vorkommen. 
Namentlich lisst sich die abschneidende Ebene, da ihre 3 Projek- 
tionen im Sinne des Richtsystemes die 3 Richtmasse geben, als Summe 
derselben darstellen, d. h. ihre Zeiger sind 1,1, 1. 

Aufgabe. Es sind in Bezug auf 4 Ebenen A, B, C, D, von 
denen die letztere die abschneidende ist, die Zeiger von vier anderen 
Ebenen Q,, Qo, Q3, Q und die Zeiger einer Ebene P gegeben, man 
soll die Zeiger x, y, z von P suchen, wenn Q,, Qe, Qs und Q 
als die urspriinglichen Ebenen, und zwar Q als die abschneidende 
betrachtet werden sollen. 

Auflésung. Es ist, wenn x, y, 2 sich auf Q, Qe Q3 be- 
ziehen 
P.Q5-Qs | Q-P.Q ,_ GaP 
OFQ0; 0, 0G, Gr Oe 


Diese Auflésung, welche sich durch die Gesetze unserer Ana- 
lyse auf’s leichteste ergiebt*), erscheint in héchst einfacher Gestalt, 


x= 


*) Sind namlich P, P. Ps die durch Q von Q, Q2 Q3 abgeschnittenen 
Stiicke, so hat man die Zeiger x, y, z zu suchen, welche der Gleichung 
P=xP, + yP: + 2Ps 
geniigen. Ist nun P,; =uQ,, P.= VQ, P3 = wQs, 
also 
1) Q=uQ, + VQ: + WQs, 
und ist ferner 
2yP= XQ: + YQ + 7Qs, 


so ist auch 
x’ , Z 

P=—P,+~P,+—Ps, 
a v Ww 


, 


also x = —, ete. 
u 
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wibrend bei der gewdhnlichen analytischen Methode, sowohl die 
Endformel als auch die Mittelglieder in sehr verwickelten Formen 
erscheinen. Aus dieser Auflésung fliesst sogleich der Satz: 

»Wenn sich eine Reihe von Ebenen aus 4 Ebenen, die einen 

Raum einschliessen, auf die angegebene Weise rational ableiten 

lasst, so lasst sich auch dieselbe Reihe von Ebenen aus jeden 

vier andern Ebenen dieser Reihe, welche einen Raum ein- 

schliessen, gleichfalls rational ableiten.“ 
Jede Kante der Krystallgestalt erscheint als Produkt der Flichen, 
welche sie bilden, und dadurch ergiebt sich die Lésung der Aufgabe: 
, Wenn die Zeiger zweier Flichen P, P, in Bezug auf vier Ebenen 
A, B, C, D, von denen die letzte die abschneidende ist, gegeben sind, 
dann ihre Kante als Vielfachensumme der von den Ebenen A, B, C 
gebildeten und durch D begriinzten Kanten zu finden.“ Man erhilt, 
wenn A, B, C die durch D begrinzten Flichenriiume darstellen, als 
die Zeiger dieser Kante die Ausdriicke 

Po De. Cdk «epee ne 
A. BC? As B.C) AwR Gs 

welche sich auf die durch die Produkte AB, BC, CA dargestellten 
Kanten beziehen*), THieraus fliesst, da man beliebige 4 raumbe- 


Nun ist aus 1) 


a 8%: % 
Q: + Qe - Qs 
und aus 2) 
pub G & 
Q: - Qo. Q3 
P . Q - Qs 
also x = — = —~, etc 
Q. Q - Qs’ 
*) Nimlich es ist 
ProP ip 
An. Bas at . 
die Projektion von P. P, auf A.B nach C nu. s, w. und daraus folgt 
IPA, IN ARG IE Pine 
Py Pye 1: 1 1+ , 
1 1B. Ow PAGER OMT Ok 


nun stellen AB, BC, CA jene 3 Kanten dar, welche zwischen A, B, C liegen 
und durch die Ebene D begrinzt werden, denn es seienc, a, b diese 3 Kanten, 
so werden die Flichenriume be, ca, ab den 3 Flichenriumen A, B, C pro- 
portional sein (da diese die Hiilften.von jenen sind), und also AB, BC, CA 
den Produkten be.ca, ca.ab, ab.be, d. h. den Produkten abc.c, abe .a, 
abe. b oder den Gréssen c, a, b proportional sein, und diese Griéssen kénnen 
also statt jener Produkte gesetzt werden. 


§ 171 Anwendung auf die Krystallgestalten. 963 


grinzende Krystallflichen als Fundamentalflachen annehmen kann, 
der Saiz: 
,Wenn man 3 Kanten eines Krystalles, welche nicht in der- 
selben Ebene liegen, ohne Aenderung ihrer Richtung an einen 
gemeinschaftlichen Anfangspunkt legt, und als ihre Endpunkte 
ihre Durchschnitte mit irgend einer Krystallflache setzt, so lasst 
sich jede andere Kante des Krystalles als Vielfachensumme 
dieser Strecken rational ausdriicken.* 
Da die hindurchgelegte Ebene D mit den drei Kanten a, b, ¢ gleiche 
Produkte liefert, so wird man auch jede Grosse p, welche als Viel- 
fachensumme von a, b, c dargestellt ist, als harmonische Vielfachen- 
summe von a, b, ¢ in Bezug auf D darstellen kénnen. Somit hat 
man den Satz: 
»Nimmt man 3 Kanten einer Krystallgestalt und eine Fliche 
derselben (ohne dass die Kombination der 3 Kanten, oder der 
Fliche mit einer derselben null giebt), so lasst sich jede andere 
Kante des Krystalles als harmonische Vielfachensumme jener 
-Kanten in Bezug auf jene Ebene rational ausdriicken. “ 
Dies Gesetz ist dadurch interessant, dass es die Beziehung der 
Richtungen (ohne Riicksicht auf hypothetische Masswerthe) rein aus- 
driickt. Eben so ergiebt sich leicht, da die Flachen ab, be, ca mit 
der Kante abc gleiches Produkt liefern, der Satz: 
,Nimmt man drei Flichen einer Krystallgestalt und eine Kante 
derselben (ohne dass die Kombination der 3 Flichen oder der 
Kante mit einer derselben null giebt), so lisst sich jede andere 
Flaiche des Krystalles als harmonische Vielfachensumme jener 
Flichen in Bezug auf jene Kante rational darstellen. “ 
Da die simmtlichen Ausdehnungsgréssen im Raume als Elementar- 
grossen, die der unendlich entfernten Ebene angehiren, aufgefasst 
werden kénnen, so werden die Abschattungen auf irgend eine Grund- 
ebene nach irgend einem Leitpunkte, ein dem ersteren affines System 
darstellen, und also zwischen ihnen genau dieselben Gleichungen 
stattfinden, wie zwischen den abgeschatteten Gréssen, und umgekehrt 
jede Gleichung, welche zwischen den Abschattungen stattfindet, wird 
auch zwischen den abgeschatteten Gréssen stattfinden ; und der Verein 
dieser Abschattungen wird daher alle in der Krystallgestalt herrschen- 
den Beziehungen vollkommen treu darstellen; die Krystallflichen 
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werden durch Liniengrissen, die Krystallkanten durch Punktgrissen, 
oder sofern beide bloss ihren Richtungen nach gegeben waren, durch 
Linien und Punkte dargestellt sein. Diese Darstellung in der Ebene, 
da sie alles, was bei den Krystallgestalten als wesentliches vorkommt, 
rein und treu abbildet, ohne das zufiillige mit aufzumehmen, eignet 
sich besonders schén, um die Krystallgestalten in der Ebene zu ent- 
werfen. 

Diese Andeutungen miégen geniigen, um die Fruchtbarkeit der 
neuen Analyse auch nach dieser Seite hin nachzuweisen. 


§ 172. Anmerkung tiber offne Produkte. 


Ich habe mich in der obigen Darstellung hauptsiichlich auf 
solehe Produkte beschriinkt, in denen sich die Faktoren ohne Werth- 
ainderung des ganzen Produktes beliebig zu besonderen Produkten 
zusammenfassen lassen (§ 143); und es schien mir diese Beschriinkung 
nothwendig, damit der schon iiberdies so mannigfaltige Stoff zusammen- 
gehalten werde, und der Leser nicht durch die immer wieder neu 
hervortretenden Begriffe ermiide. Ueberdies erfordern die Produkte, 
fiir welche jene Bedingung nicht mehr gilt, eine ganz differente Be- 
handlung, neue und verwickeltere Gréssen treten in ihnen hervor, 
und wenn gleich dieselben eine reiche Anwendung namentlich auf 
die Mechanik und Optik gestatten, so kann doch diese Anwendbar- 
keit hier nicht ganz zur Anschauung gebracht werden, indem dazu 
erst die in dem folgenden Theile zu entwickelnden Gesetze erforder- 
lich sein wiirden. Doch will ich die Art ihrer Behandlung hier 
wenigstens an einem Beispiele erliutern, und zugleich auf die inter- 
essanten Gréssenbeziehungen hindeuten, welche sich dadurch auf- 
schliessen. Es war bisher nur das gemischte Produkt (§ 139), 
welches jenem Zusammentassungsgesetze nicht unterlag, obgleich die 
allgemeine multiplikative Beziehung zur Addition, vermige welcher 
man statt eines zerstiickten Faktors die einzelnen Stiicke setzen, und 
die so entstehenden einzelnen Produkte addiren kann, fiir dasselbe 
ihre Geltung behielt. Aber auch diese Beziehung erscheint hier 
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noch als eine einseitige, insofern zwar gemischte Produkte, in welchen 
Ein Faktor verschieden ist, wahrend die iibrigen gleichartig sind, 
danach zu Einem Produkte vereinigt werden kénnen, aber nicht 
solche, in welchen mehr als Ein Faktor verschiedenartig ist, es miisste 
denn sein, dass diese verschiedenartigen Faktoren schon zu einem 
Produkte zusammengefasst seien. In der Aufhebung dieser Einseitig- 
keit nun liegt das Princip der Behandlung jener Produkte. Ls sei 
A,P.B,-+ A,P.B, eine solche Summe zweier gemischten Produkte, 
in welchenP der gemeinschaftliche Faktor ist, und die beiden letzten 
Faktoren nicht zu Einem Produkt vereinigt werden diirfen; so kann 
man statt dessen auch nicht + (A,B,-+ AgBg).P setzen; sondern 
wenn wir einen solchen Ausdruck, wie es die Analogie der Multipli- 
kation fordert, einfiihren wollen, so miissen wir die Stelle des Pro- 
duktes, in welche P einriicken soll, bezeichnen. Es sei diese Stelle 
durch eine leer gelassene Kiammer bezeichnet, so dass 
[A(Q).B]/ P= AP.B 
und 
[Ay 0. By + Ag (). Bg +....]P=A,P.B, + AP .B, +.... 

sei, und es werde ein solches Produkt mit leer gelassener Stelle ein 
offnes genannt. Treten mehrere Faktoren hinzu, von denen nur 
Einer in die Liicke eintreten soll, so kann dieser durch dieselbe 
Klammer ausgezeichnet werden, durch welche die Liicke bezeichnet 
ist. Sind zwei oder mehr Liicken in dem Produkte, so miissen die 
Klammerbezeichnungen verschieden sein, wenn verschiedene Faktoren 
in dieselben eintreten sollen. Wir betrachten hier indessen nur die 
Produkte mit Hiner Liicke, deren Summe formell dadurch bestimmt 
ist, dass die multiplikative Beziehung bestehen bleibt. Wir werden 
daher zwei Summen von offnen Produkten, da sie nur durch ihre 
Multiplikation mit andern Grissen ihrem Begriffe nach bestimmt sind, 
dann und nur dann als gleich zu setzen haben, wenn sie mit jeder 
beliebigen, aber beide mit derselben Grésse multiplicirt, gleiches 
Produkt liefern.*) Es kommt also darauf an, die konstanten Be- 
ziehungen zwischen den in jenem Summenausdrucke vorkommenden 
Gréssen, die wir als verinderlich setzen kénnen, auszumitteln, wenn 
eben der Summenwerth konstant bleiben soll. Je einfacher und an- 


*) Wenn auch nur mit jeder Grésse von gegebener Stufe,wobei dann 
jener Summenwerth zugleich von der Stufenzahl abhangig bleibt. 
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schaulicher diese konstanten Beziehungen aufgefasst sein werden, 
desto einfacher und anschaulicher wird der Begriff jener Summe sein, 
welcher eben als die Gesammtheit jener konstanten Beziehungen 
selbst aufgefasst werden kann, Js lassen sich sehr leicht diese 
konstanten Beziehungen als Zahlenbeziehungen in Bezug auf irgend 
ein zu Grunde gelegtes Richtsystem darstellen. Néamlich man hat 
dann nur die simmtlichen Gréssen in jenem Summenausdruck S, so 
wie auch die Grésse P, mit welcher multiplicirt werden soll, als Viel- 
fachensummen der Richtmasse von gleicher Stufe darzustellen, dann 
das Produkt SP gleichfalls als Vielfachensumme von Richtmassen 
zu gestalten, so wird in diesem Produkte der Koefficient eines jeden 
Richtmasses (nach § 89) konstant sein, wie sich auch die Gréssen 
in § dndern mégen, wenn eben jenes Produkt oder jene Vielfachen- 
summe, auf welche dasselbe zuriickgefiihrt ist, konstant bleiben soll. 
Kin jeder solcher Koefficient kann wiederum als Vielfachensumme 
von den Zeigern der Grisse P dargestellt werden; und da fiir jeden 
bestimmten Werth dieser Zeiger jene Vielfachensumme konstant 
bleiben soll, so muss auch in ihr der Koefficient eines jeden Zeigers 
von P konstant sein. Hs ist nun sogleich einleuchtend, dass hier- 
durch die konstanten Beziehungen zwischen den Grissen in S voll- 
stindig dargestellt sind, indem aus ihnen die Bestindigkeit des 
Summenausdruckes mit Nothwendigkeit hervorgeht. Wir erldéutern 
dies an einem Beispiele. Es sei die Summe 

Se, ().e, + e().e2 +....—=2[e().e] 
zu behandeln, in welchen e, e,, eg.... Strecken im Raume vorstellen 
und wo bei der letzteren Bezeichnung das Summenzeichen sich auf 
die verschiedenen Anzeiger 1, 2... bezieht. Es ist klar, dass wenn 
die Strecken e nicht etwa Hiner Ebene angehéren, die Grosse P, 
welche mit jener Summe multiplicirt werden soll, von zweiter Stufe, 
d, h, ein Flachenraum sein muss, sobald die Produkte der einzelnen 
Glieder summirbar bleiben sollen, ohne null zu werden, Es seien 
nun a, b, ¢ die Richtmasse erster Stufe des zu Grunde gelegten Richt- 
systems, be, ca, ab also die Richtmasse zweiter Stufe, und e==aa-t- 
ho-+ ye, 

P= xbe-+yea-+zab, 

so hat man 


PS=2(eP.e) =F (eP.(aa + fb + ye)). 
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Hier miissen die zu den Richtmassen a, b, ¢ gehdrigen Zeiger des 
ganzen Ausdrucks konstant sein; d. h. es miissen, 
Z(eP.a), F(eP.f), S(eP.y) 
konstant sein fiir jeden Werth von x, y, z, wobei 
eP = abe (ax-+ fy +2) 
ist. Daraus ergeben sich folgende 6 konstante Gréssen : 
(02), 3, 209) 
— -3(By), X(ye), 2aP). 
Bezeichnen wir diese 6 Grossen beziehlich mit 
A, B,C 
AM, By: 
so ist 
PS =—abe(Ax + Cy-+ Bz) a) 
abe(Cx-+By+Az)bp. 0... pee 2 
+ abe (B’x-+ Ay + Cz)e. 

Es hat demnach jene Summe § dann und nur dann einen kon- 
stanten Werth, wenn in Bezug auf irgend ein festes Richtsystem diese 
6 Zahlengréssen konstant sind. So haben wir nun zwar die kon- 
stanten Beziehungen, welche zwischen den in jener Summe vorkommen- 
den Gréssen herrschen miissen, wenn die Summe konstant bleiben 
soll, bestimmt; allein der einfache Begriff jener Summe ist dadurch 
noch nicht gefunden, weil in diese Bestimmungen ein ganz fremd- 
artiges, mit dem Begriffe jener Summe in keinerlei Beziehung stehen- 
des Element, niimlich das zu Grunde gelegte Richtsystem eingefiihrt 
ist. Es dienen daher jene 6 Gréssen nur zur Uebertragung auf ge- 
gebene Richtsysteme, wihrend der einfache Begriff der Summe noch 
zu realisiren ist. Wir kiénnen, um uns der Lisung dieser Aufgabe 
zu nihern, zuerst versuchen, jene Summe auf eine moglichst geringe 
Anzahl von Gliedern zuriickzufiihren. Da jede Strecke 3 Zeiger dar- 
bietet, so scheint fiir den ersten Anblick jene Summe auf zwei Glieder 
reducirbar, in sofern zur Bestimmung der 6 Zeiger jener Strecken 6 
Gleichungen erscheinen; allein. es erhellt leicht, dass, wenn nicht 
etwa simmtliche Gréssen in S derselben Ebene angehéren, jene 6 
Zeiger nicht so gewahlt werden kénnen , dass diesen 6 Gleichungen 
gentigt wird. Denn da das Richtsystem willktihrlich ist, so kann es 
auch so genommen werden, dass jene zwei Strecken mit aweien der 
Richtmasse etwa mit a und b zusammenfallen; dann ist klar, wie 
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SP =aP.a+bP.b 
stets eine Strecke der Ebene ab darstellt; es miisste also das Glied 
von SP, was der dritten Axe ¢ angehért, stets null sein, d. h. B74A% 
C miissten null sein. C aber, was die Summe der Quadrate von y 
vorstellt, kann nicht null werden, als wenn simmtliche Werthe von 
y null sind, d. h. simmtliche Werthe e der Ebene ab angehéren. Es 
lisst sich daher die Summe S auf keine geringere Anzahl reeller 
Glieder zuriickfiihren als auf drei. Da aber drei Strecken neun 
Zeiger darbieten, so werden dieselben durch jene 6 Gleichungen nicht 
bestimmt sein, sondern noch fiir drei Zahlenbestimmungen Raum 
lassen. — Um nun eine gegebene Summe §S von der Form 2[e() e], 
in welcher die verschiedenen Groéssen e nicht derselben Ebene an- 
gehéren sollen, d.h. A, B, C, stets geltende (positive) Werthe dar- 
stellen, auf 3 Glieder zu reduciren, gehen wir auf die sea 2 
zuriick. Setzen wir hier 
P=ab;d.hx>y=0,z=—1, 
so ist 
PS = (ab) S=abe (Ba++ A’b-+ Cc). 
Da hier C nicht null werden kann, so ist (ab) S nie der Ebene ab 
parallel. Also kénnen wir, da die Annahme des Richtsystemes will- 
kiihrlich ist, wenn nur die drei Richtaxen von einander unabhingig 
sind, die dritte Richtaxe ¢ parallel (ab) S annehmen. Dann wird 
A’ = B= 0 
und (ab) S gleich abe.Ce. Da auch der Masswerth c willkiihrlich 
ist und C positiv ist, so kann man c so annehmen, dass C gleich 1 
ist*) ; dann ist 
(ab) S=abe.c 
Nimmt man nun ferner 
Pca, z=x=0, y—1, 
so ist 
(ca) S= abe (C’'a-+ Bb)**), 
was nothwendig in der Ebene ab liegen muss, aber da B nicht null 


*) Man hat zu dem Ende nur statt ¢ zu setzen rc dann verwandelt sich 
she nw) 
y? in G und 2 (y?) in "Ge? d. h. in 1. 


**) Da A’ gleich null ist. 
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werden kann, von a unabhingig ist. Da nun b innerhalb der Ebene 
ab willkiihrlich angenommen werden kann, wenn es nur von a unab- 
hingig bleibt, so kann man b selbst diesem Ausdrucke (ca.) § parallel 
setzen. Man hat dann noch 
C’ =0, also A = B=C' =0, 

und ca.§ wird gleich abeB.b, oder wenn man wieder den Masswerth 
von b so annimmt, dass B gleich eins sein wird, 

(ca). S==abe.b. 
Endlich wird (bc).S gleich abcA.a, oder bei einer solchen Annahme 
von a, dass A gleich eins wird, 

(be). S =abe,a. 

Die Bedingungsgleichungen, die wir auf solche Weise realisirt haben, 
sind also 


woraus folgt 
S=a()atb(bteQe...- see ees A 
Es ist also auf die angegebene Weise jene Summe in der That 
auf drei reale Glieder zuriickgefiihrt; und fiir die Gréssen ¢c, b,a 
haben wir die Gleichungen 
(ab) .S==abe.c 
(ca).S = abe.b | 
(be).S = abe.a. 
Zu diesen Gleichungen 5 wiirde man direkt gelangen, wenn man 
einmal voraussetzt, dass sich jene Summe auf 3 Glieder zuriickfiihren 
liisst. Denn sind a, b, ¢ die diesen Gliedern zugehérigen Strecken, 
so hat man aus 4 sogleich durch Multiplikation mit ab, ca, be die 
Gleichungen 5. Betrachtet man eine dieser Gleichungen z. B. die 
erste, so ist sie von dem Masswerthe des Faktors (ab), mit welchem S 
multiplicirt ist, unabhingig; setzt man daher irgend eine mit ab 
parallele Grosse gleich Q, so hat man 
QS = Qe.e—(c(c)Q, --- eee rees 6 
und da Q urspriinglich willkiihrlich angenommen werden konnte, so 
wird jede Grisse c, welche dieser Gleichung fiir irgend ein Q geniigt, 
als eine der drei Strecken betrachtet werden kénnen, auf welche sich 
S zuriickfiihren lisst; dann ist Q selbst die Ebene der beiden andern, 
und in ihr kann dann noch die eine der beiden andern Strecken von 
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willktihrlicher Richtung angenommen werden, wodurch dann alles 
bestimmt ist. Jene willkiihrliche Annahme der Richtung der Ebene 
Q und der Richtung der einen Strecke in ihr vertritt die Stelle der 
3 willkiihrlich anzunehmenden Zahlenbestimmungen, von denen oben 
die Rede war. Um nun den Begriff zu vollenden, haben wir die 
Beziehung zwischen je drei solchen Strecken aufzustellen; dies wird 
geschehen, indem wir die Gleichung der Oberfliche, deren Punkttriger 
jene Strecken sind, wenn sie an denselben Anfangspunkt gelegt sind, 
aufstellen, und zwar in Bezug auf je 3 beliebige Strecken, auf die S 
zurtickgefiihrt werden kann. Man hat, wenn p dieser Triger ist, und 
in die Gleichung 6 p statt ¢ gesetzt wird, 


POOR SUR, BIOL! ON, QS = Qp.p. 


Ist nun 
p= xa yb-+-ze 
S=a()atb(Obte(e 
Q=xbe+y'ca+ Zab, 
80 ist 


QS =abe.(xa+-yb-+z’c). 
Aus (7) folgt also, dass x'a-- yb-+-ze parallel p ist, d. h. dass 
x :y:z=x:y:zist. Da nun in der Gleichung (7) statt Q jede 
mit Q parallele Grosse gesetzt werden kann, so kénnen wir nun 
Q = xbe-+ yea zab 


setzen, dann erhalten wir aus (7) 


abe = Qp = (x?-++ y?-++ 22) abe, 


(BYAPaSS Sag fi x2 y2+ 721 

Dies ist aber die Gleichung eines Ellipsoides, in welchem die 
Grundmasse a, b, c konjugirte Halbmesser sind.*) Nennen wir einen 
Ausdruck wie a()a ein offnes Quadrat von a, so kénnen wir die ge- 
wonnenen Resultate in folgendem Satze darstellen : 


*) Wenn man unter x’, y’, z die Koordinaten selbst versteht, welche zu 
den Zeigern x, y, z gehdren, so hat man x = xa u.s. w., oder x = — U.S. W. 
a 
und die Gleichung (8) wird dann 
x2 y? 2 
a2" b2 * @ 
was die gewohnliche Form der Gleichung eines Ellipsoides ist. 


=1, 
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Eine Summe von offnen Quadraten im Raume ist 
gleich der Summe aus den offnen Quadraten von je 
drei beliebigen konjugirten Halbmessern, welche 
einem konstanten Ellipsoid angehéren. 

Da dies Ellipsoid demnach der vollkommen treue Ausdruck jener 
Summe ist, so kénnen wir auch sagen, diese Summe sei eine solche 
Grésse , die ein Ellipsoid darstellt, und selbst als Ellipsoid gedacht 
werden kénne. Auf diese Weise nun ist der Begriff jener Summe, 
welcher Anfangs bloss formell anftrat, auf seine reale Bedeutung 
zuriickgefiihrt. Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichung des 
Ellipsoids, welche zu einem gegebenen Summenausdruck 

S— J (e(e) 
gehort, zu finden. Wir haben zu dem Ende in der Gleichung (7) 

. SQ=pQ-p 
nur entweder p oder Q zu eliminiren, indem p der Trager eines 
Punktes der Oberfliche ist, Q aber, da es die Ebene der zu p ge- 
hérigen konjugirten Halbmesser darstellt, der Tangentialebene pa- 
rallel ist; wm im ersteren Falle (wenn p eliminirt ist) das Ellipsoid 
als Umhiillte darzustellen, konnen wir uns der in § 144 erwiihnten 
Methode bedienen, wonach der Masswerth von Q so angenommen 
wurde, dass, wenn Q in die Lage der Tangentialebene versetzt wird, 
seine Abweichung vom Ursprung der Trager eine konstante Grosse 
ist, die wir der Einheit gleich setzen kénnen. Es ist aber jene Ab- 
weichung gleich p.Q also pQ gleich der Einheit. Multiplicirt man 
daher obige Gleichung mit Q, so hat man 

S.Q.Q=pQ.pQ=1, 
was die geometrische Gleichung jenes Ellipsoids als umhiillter Fliche 
ist. Es ist aber 

$.Q.Q—=2(eQ.e).Q= 2 (eQ)?, 
und die Gleichung des Ellipsoids ist also 
2 (CQ) tae yee ss Te 9 

Will man diese Gleichung auf ein gegebenes Richtsystem a, b, ¢ zu- 
riickftihren, so nehme man 

Q = xbe-+ yea zab 
an und 

e=aa-+ #b-+ ye, 


also 
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eQ = (ax-+ fy +Y2), 


wenn abc (das Hauptmass) der Hinheit gleich gesetzt ist, und man 
hat also 
J (ax+ by +yz)?*=1, 
oder mit Beibehaltung der obigen Bezeichnung 
Ax2-+t By?-+ Cz?-+ 2A’yz-+ 2Bzx + 2C'xy = 1. 

Wir haben bisher nur die Summe von offenen Quadraten be- 
trachtet. Nehmen wir auch die Differenzen in die Betrachtung auf, 
so kénnen die Ellipsoide auch iibergehen in Hyperboloide, und wir 
gelangen dann zu dem allgemeinen Begriffe einer Grisse, die. im 
Raume durch eine Oberfliche, in der Ebene durch eine Kurve zweiter 
Ordnung dargestellt wird, und die wir, da sie urspriinglich als 
Ellipsoid oder Ellipse erscheint, eine elliptische Grésse nennen 
kénnten. Doch scheint es kaum néthig, dies noch weiter auszufiihren, 
indem der Gang der weitern Entwickelung keine Schwierigkeiten 
mehr darbietet. Auch iibersieht man leicht, wie die ganze Ent- 
wickelung so hitte gefiihrt werden kénnen, dass gar nicht auf will- 
kiihrliche Koordinatensysteme zuriickgegangen wire, und ich habe 
den eingeschlagenen Weg nur darum gewahlt, um zugleich die Be- 
handlungsweise fiir die offenen Produkte iiberhaupt hindurch- 
blicken zu lassen. 


Anhang I. (1877.) 


Ueber das Verhiltniss der nichteuklidischen Geometrie 
zur Ausdehnungslehre. 


(Vgl. § 15—23.) 


Es ist die ganze Darstellung in § 15-23 zum Schaden der Wissen- 
schaft bisher fast ganz unbeachtet geblieben. Weder Riemann in 
seiner Habilitationsschrift vom Jahre 1854, die zuerst 1867 ver- 
éffentlicht wurde, noch Helmholtz in seiner Abhandlung ,, Ueber 
die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. 1868¢ 
noch auch in seinem vortrefflichen Vortrage ,Ueber den Ursprung 
und die Bedeutung der geometrischen Axiome. 1876“ thut der- 
selben Erwihnung, obgleich darin die Grundlagen der Geometrie in 
viel einfacherer Weise zur Anschauung kommen als in jenen spateren 
Schriften. 

In der Ausdehnungslehre erscheint ganz speciell und im Gegen- 
satz gegen Euclid die gerade Linie als Grundlage der geometrischen 
Definitionen. Die Ebene wird in § 16 definirt als Gesammtheit der 
Parallelen, welche eine gerade Linie schneiden, und der Raum als 
Gesammtheit der Parallelen, welche eine Ebene schneiden, und 
weiter kann die Geometrie nicht fortschreiten, wihrend die abstrakte 
Wissenschaft keine Grenzen kennt. Da alle Punkte einer geraden 
Linie sich aus zwei Punkten derselben numerisch ableiten lassen, so 
erscheint die gerade Linie als einfaches Elementargebiet zweiter 
Stufe und entsprechend die Ebene als einfaches Elementargebiet 
dritter, der Raum als ein solches vierter Stufe *). Es sind also z, B. 


*) Um Verwechselungen vorzubeugen, bemerke ich, dass die 
Strecken einer Ebene ein einfaches Ausdehnungs gebiet zweiter Stufe, 


die des Raumes ein einfaches Ausdehnungs gebiet dritter Stufe und 
18 
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die Punkte einer Ebene aus drei nicht in gerader Linie liegenden 
Punkten numerisch ableitbar, etwa durch die Zahlen x,, xg, x3. 
Wird nun zwischen diesen drei Zahlen eine homogene Gleichung fortge- 
setzt, so reducirt sich die Gesammtheit der Punkte, welche der Gleichung 
geniigen, auf ein Gebiet zweiter Stufe. Ist diese homogene Gleichung 
vom ersten Grade, so wird das so bestimmte Gebiet zweiter Stufe 
ein einfaches, d. h. eine gerade Linie; ist aber jene Gleichung von 
héherem Grade, so entstehen krumme Linien, fiir welche nur ein 
Theil der fiir die gerade Linie giiltigen longimetrischen Gesetze 
gelten wird. Geht man zum Raum iiber, so ist jeder Punkt des- 
selben aus vier Punkten, welche ein Tetraeder bilden, durch vier 
Zahlen x,...xX, numerisch ableitbar. Herrschen zwischen diesen 
vier Gréssen zwei von einander unabhangige homogene Gleichungen, 
von denen keine vom ersten Grade ist, so erhalten wir Linien doppelter 
Kriimmung, fiir welche wieder nur ein Theil jener longimetrischen 
Gesetze gilt. Schreiten wir nun vom Raume als einem Gebiet vierter 
Stufe zu einem Gebiet fiinfter Stufe vor (welches nicht mehr geo- 
metrisch existirt), so hat man fiir dasselbe fiinf Ableitungszahlen 
X4---Xs, und besteht zwischen diesen eine homogene Gleichung 
ersten Grades, so kommt man auf das einfache Elementargebiet vierter 
Stufe, d. h. auf den Euklidischen Raum zuriick. Herrscht dagegen 
zwischen ihnen eine homogene Gleichung héheren Grades, so kommt 
man zwar auch zu Elementargebieten vierter Stufe, indessen zu solchen, 
fiir welche die Euklidischen Axiome nicht mehr gelten, also gewisser- 
massen zu nichteuklidischen Riumen*); ja man kann zu einem 
Elementargebiete 6. Stufe iibergehen und zwischen den sechs Ab- 
leitungszahlen zwei héhere homogene Gleichungen annehmen und 
erhalt so abermals neue Elementargebiete vierter Stufe **) und kann 


iiberhaupt die Strecken eines einfachen Elementargebietes (n+ 1)-ter 
Stufe ein einfaches Ausdehnungsgebiet n-ter Stufe bilden. 

*) So z. B. entsteht der Helmholtz’sche sphirische Raum, wenn man 
zwischen den genannten fiinf Ableitungszahlen eine gewisse homogene 
Gleichung zweiten Grades annimmt (oder allgemeiner ein gekriimmter Raum 
bei Annahme einer Gleichung beliebigen Grades). 

**) Man kénnte einen solchen Raum im Gegensatz zu dem eben ge- 


nannten (einfach) gekriimmten Raum etwa einen doppelt gekriimmten Raum 
nennen. 
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somit eine unendliche Menge nichteuklidischer Raiume bilden, aus 
deren Gleichungen sofort hervorleuchtet, in wie weit die Euklidischen 
-Axiome noch gelten. So bietet also die Ausdehnungslehre die voll- 
kommen ausreichende und ganz allgemeine Grundlage auch fiir diese 
und ahnliche Betrachtungen. Live ¥ 
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Ueber das eingewandte Produkt. 
(Vgl. das dritte Kapitel des zweiten Abschnitts.) 


Da in dem ganzen Kapitel nur der Begriff des auf ein Haupt- 
gebiet beziiglichen Produktes zur Evidenz entwickelt ist, und alle 
iibrigen formellen Begriffe nach und nach fallen gelassen sind, so 
wire es zweckmissig gewesen, die ganze Entwickelung auf jenen 
Begriff zu beschrinken. Doch hatte sich auch in dieser Beschraénkung 
die Darstellung einfacher fassen lassen, was ich hier versuchen will. 
Ich gehe dabei auf den Satz am Schlusse von § 126 zuriick, wonach, 
wenn a und b die Stufenzahlen zweier Gréssen, u die des sie zunachst 
umfassenden Gebietes und ¢ die des gemeinschaftlichen Gebietes ist, 
c=a-+b—uist. Der Begriff des eingewandten (regressiven), auf 
ein Hauptgebiet beziiglichen Produktes ist dahin festgestellt, dass 
dasselbe dann und nur dann null ist, wenn das die Faktoren zunichst 
umfassende Gebiet von geringerer Stufe ist als das Hauptgebiet. 
Hierauf und auf den allgemeinen Begriff der Multiplikation , d. h. 
auf die bekannte Beziehung derselben zur Addition ist der formale 
Begriff des betrachteten Produktes geeriindet. Um zu dem realen 
Begriff desselben zu gelangen, kommt es zunichst darauf an, dasjenige, 
was bei einer Formanderung des Produktes, die den Werth desselben 
nicht andert, konstant bleibt, in méglichst anschaulicher Form darzu- 
stellen. Es sei A.B das eingewandte Produkt, dessen Werth nicht 


null ist, und seien a und b die Stufenzahlen von A und B, u die des 
1S 
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Hauptgebietes, so zeige ich zuerst, dass bei jeder Formanderung des 
Produktes A.B, welche dessen Werth unverandert lisst, das den 
beiden Faktoren gemeinschaftliche Gebiet unverindert bleibt. Un- 
mittelbar leuchtet dies ein, wenn die beiden Faktoren denselben 
Werth behalten oder sich in umgekehrtem Zahlenverhiltnisse andern, 
weil dann auch deren Gebiete dieselben bleiben. Aendert nun einer 
der beiden Faktoren z. B. der zweite B seinen Werth in B+-B,, 
ohne dass sich der Werth des Produktes indert, so folgt daraus, dass 
A.B, = 0 sein, d. h. das die Faktoren A und By zunichst umfassende 
Gebiet von niederer als u-ter Stufe, oder, was dasselbe ist, das ihnen 
gemeinschaftliche Gebiet héherer als c-ter Stufe sein muss. Da nun 
die Summe zweier Gréssen héherer Stufe nach § 51 sich stets auf 
den Fall zuriickfiihren lisst, wo die beiden Gréssen in einem Gebiete 
nichsththerer Stufe, also in unserm Falle in einem Gebiete (b + 1)-ter 
Stufe liegen, so brauchen wir auch hier nur diesen Fall zu beriick- 
sichtigen. Aber dann haben B und B, ein Gebiet (b — 1)-ter Stufe 
gemeinsam, und man kann also B, in b einfache Faktoren zerlegen, 
von denen b—1 in B liegen und einer ausserhalb B; nun soll By 
mit A aber c-+-1 einfache Faktoren gemeinsam haben, was nur 
méglich ist, wenn c von jenen b—1 einfachen Faktoren zugleich in 
A liegen, d. h. dem gemeinsamen Gebiete C angehoren, und der eine 
ausserhalb B liegende Faktor von B, gleichfalls in A liegt. Hs liegt 
somit das ganze Gebiet C in B,, d.h. C ist das gemeinsame Gebiet 
von A und B, also auch von A und B-}- By, das den beiden Faktoren 
gemeinsame Gebiet bleibt unveriindert, wenn das Produkt denselben 
Werth behalt. Denn fiir die Aenderung des ersten Faktors gilt die- 
selbe Schlussreihe. Um nun den metrischen Werth des Produktes 
zu finden, setzen wir B= CD, also A.B—A.CD, dann stellt AD 
das umfassende, hier also das Hauptgebiet dar. Nun kénnen wir 
einen Theil des Hauptgebietes gleich eins setzen (z. B. das iiussere 
Produkt der in ihrer Reihenfolge genommenen urspriinglichen Ein- 
heiten). Dann stellt A.D eine Zahl dar. Wenn dieselbe =A ist, 
so kann man statt C und D die Gréssen Cy = AC und D, = +. einfithren, 
ohne den Werth des Produktes C.D zu andern; dann wird aber 
A.D,=1, und A.CD=A.C,D,. Ich behaupte nun dass O, bei der 
oben besprochenen Formanderung des Produktes ungedndert bleibt. Es 
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kann nach dem obigen By = C, . E; gesetat werden, wo Ey einen ein- 
fachen Faktor mit A gemein hat, d.h. A. E, == ist; dann wird also in 
A.C, (D,-++ E,) das Produkt A. (D, + Ey) A.D,=1, und es 
bleibt das so bestimmte C, ungeiindert. Wir kiénnen daher C, als 
den wahren Werth des Produktes betrachten und kénnen dann allge- 
mein, auch wenn A . D nicht gleich eins ist, stets A.CD=AD. Csetzen, 
wo AD Theil des Hauptgebietes und also eine Zahl ist, und kénnen 
dies als die reale Definition des eingewandten Produktes auffassen. 
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Kurze Uebersicht iiber das Wesen der Ausdehnungslehre. 


(In Folge einer Aufforderung Grunerts in dessen Archiv Bd. VI (1845) 
verdffentlicht vom Verfasser.) 


I. Tendenz der Ausdehnungslebre als solcher. 


1. Meine Ausdehnungslehre bildet die abstrakte 
Grundlage der Raumlehre (Geometrie), d. h. sie ist die 
von allen raumlichen Anschauungen geléste, rein 
mathematische Wissenschaft, deren specielle An- 
wendung auf den Raum die Raumlehre ist. 

Die Raumlehre, da sie auf etwas in der Natur gegebenes, ndm- 
lich den Raum, zuriickgeht, ist kein Zweig der reinen Mathematik, 
sondern eine Anwendung derselben auf die Natur; aber nicht eine 
blosse Anwendung der Algebra, auch dann nicht, wenn die alge- 
praische Grésse, wie in der Funktionenlehre, als stetig veranderlich 
betrachtet wird; denn es fehlt der Algebra der der Raumlehre eigen- 
thiimliche Begriff der verschiedenen Dimensionen. Daher ist ein 
Zweig der Mathematik nothwendig, welcher in den Begriff der stetig 
verinderlichen Grésse zugleich den Begriff von Verschiedenheiten 
aufnimmt, welche den Dimensionen des Raumes entsprechen, und 
dieser Zweig ist meine Ausdehnungslehre. 
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2. Doch sind die Sitze der Ausdehnungslehre 
nicht etwa blosse Uebertragungen geometrischer 
Saitze in die abstrakte Sprache, sondern haben eine 
vielallgemeinere Bedeutung; denn wahrend die Raum- 
lehre gebunden bleibt. an die drei Dimensionen des 
Raumes, so bleibt die abstrakte Wissenschaft von 
diesen Schranken frei. 

In der Raumlehre kénnen durch die Bewegung von Punkten 
Linien, durch die der Linien Flichen, durch die der Flachen K6rper- 
riume erzeugt werden, aber weiter kann die Raumlehre nicht fort- 
schreiten. Hingegen stellt man sich vor, dass an die Stelle des 
Punktes und der Bewegung abstrakte, vom Raume unabhingige Be- 
griffe eingefiihrt werden (s. unten no. 4—6), so verschwinden diese 
Schranken. 

3. Dadurch geschieht esnun, dass die Sitze der 
Raumlehre eine Tendenz zur Allgemeinheit haben, 
dieinihrvermigeihrer Beschrinkung auf drei Dimen- 
sionen keine Befriedigung findet, sondernerst in der 
Ausdehnungslehre zur Ruhe kommt. 

Zwei Beispiele mégen dies erliutern. 1) Zwei gerade Linien 
derselben Ebene schneiden sich in Einem Punkte, ebenso eine Ebene 
und eine Gerade, zwei Ebenen in Hiner geraden Linie, vorausgesetzt, 
dass die Geraden, oder die Ebene und die Gerade, oder die Ebenen 
nicht zusammenfallen, und die Durchschnitte im Unendlichen mit- 
gerechnet werden. Werden der Punkt, die Gerade, die Ebene, der 
Korperraum beziehlich als Gebiete erster, zweiter, dritter, vierter 
Stufe aufgefasst, so liegt darin der allgemeine Satz angedeutet, dass 
ein Gebiet von ater und eins von bter Stufe, wenn sie in einem Ge- 
biete von cter Stufe, aber auch in keinem Gebiete von niederer Stufe 
vereinigt sind, ein Gebiet (a+b —c)ter Stufe gemeinschaftlich haben ; 
aber die Raumlehre kann diesen Satz nur fiir c gleich oder kleiner 
als 4 zur Anschauung bringen. 2) Der Flichenraum eines Dreiecks 
ist die Halfte von dem eines Parallelogramms, dessen Seiten mit zwei 
Seiten des Dreiecks gleich lang und parallel sind, der Kérperraum 
des Tetraeders 1/, von dem des Spathes (Parallelepipedums), dessen 
Kanten mit 3 in einem Punkte zusammentreffenden Kanten des 
Tetraeders gleich lang und parallel sind. Darin scheint der Satz 
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angedeutet: der Raum, welcher zwischen n Punkten’ liegt, die in 
einem Gebiete nter Stufe (und in keinem Gebiete von niederer Stufe) 
ase = von dem Raume eines Gebildes 
(einer Figur, eines Kérpers), dessen Begriinzungslinien (Seiten, Kanten) 
den von einem der n Punkte zu den iibrigen gezogenen geraden 
Linien gleich und parallel sind. Aber auch dieser Satz kommt hier 
nicht in seiner Allgemeinheit heraus. — Hingegen in der Ausdehnungs- 


vereinigt sind, ist 


lehre treten in diesen beiden, und in allen andern Fallen, die ganz 
allgemeinen Satze vollkommen hervor. So nimmt also tiberall die 
Raumlehre einen Anlauf zur Allgemeinheit, stésst sich aber, ohne 
diese Allgemeinheit erreichen zu kénnen, an den ihr durch den Raum 
gesteckten Schranken, welche nur die abstrakte Wissenschaft der 
Ausdehnungslehre zu durchbrechen vermag. 


4. Das der Linie entsprechende Gebilde der Aus- 
dehnungslehreist die Gesammtheit der Elemente, in 
die ein seinen Zustand stetig ainderndes Element 
tibergeht. 

Die Linie kann als Gesammtheit der Punkte betrachtet werden, 
in die ein seinen Ort stetig andernder Punkt iibergeht. Substituiren 
wir hier dem Punkte allgemeiner irgend ein Ding, welches einer 
stetigen Aenderung irgend eines Zustandes, den es hat, fihig ist, und 
abstrahiren nun von allem anderweitigen Inhalte des Dinges und 
aller Besonderheit dieses seines Zustandes, und nennen das von allem 
anderweitigen Inhalte abstrahirte Ding das Element, so gelangen 
wir zu dem aufgestellten Begriffe. 


5. Wenn hierbei das Element seinen Zustand 
stets auf gleiche Weise indert, so dass, wenn aus 
einem Elemente a des Gebildes durch Hine solche 
Aenderung ein anderes Element 0 desselben hervor- 
geht, dann durch eine gleiche Aenderung aus } ein 
neues Element c desselben Gebildes hervorgeht, so 
entsteht das der geraden Linie entsprechende Ge- 
bilde, das Gebiet zweiter Stufe. 


Die gerade Linie wird von dem Punkte konstruirt, wenn 
dieser seinen Ort stets nach derselben Richtung hin andert; sub- 
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stituiren wir daher der Richtung die Art und Weise der pri 
so geht der aufgestellte Begriff hervor*). 

6. Wenn man alle Elemente eines Gickimkien n ter 
Stufe einer und derselben Aenderungsweise unter- 
wirft, welche zu neuen (in jenemGebiete nicht ent- 
haltenen) Elementen fihrt,so heisst die Gesammtheit 
der durch diese Aenderungsweise und die entgegen- 
gesetzte erzeugbaren Elemente einGebiet (n+ 1)ter 
Stufe; das Gebiet dritter Stufeentspricht der Ebene, 
das vierterdemganzen Raume. 

Wenn die Punkte einer geraden Linie sich alle nach einer eee 
derselben Richtung bewegen, die zu neuen (in jener Geraden nicht 
enthaltenen) Punkten fiihrt, so ist die Gesammtheit der durch diese 
Bewegung und die entgegengesetate erzeugbaren: Punkte die Ebene; 
und wenn man ebenso mit den Punkten der Ebene verfahrt, so erhalt 
man den ganzen Raum. Substituirt man hier den) réumlichen Be- 
griffen die vorher angegebenen abstrakten und halt den Fortgang 
von einer Stufe zur nichst héheren allgemein fest, so ergiebt sich 
der obige Begriff. 


II. Tendenz der in meiner Ausdehnungslehre angewandten 
Rechnungsmethode an der Geometrie erlautert. 


7. In meiner Audehnungslehre tritt eine eigen- 
thiimliche Rechnungsmethode hervor, welche, auf die 
Raumlehre itibertragen, von unerschépflicher Frucht- 
barkeitist, und hier (inder Raumlehre) darin besteht, 
dass rdumliche Gebilde (Punkte, Linien u. s. w.) un- 
mittelbarder Rechnung unterworfen werden. 

Zum Beispiel wird die durch zwei Punkte gefiihrte Gerade ihrer 
Grosse und Lage nach als Verkniipfung jener Punkte und zwar als 
eine eigenthtimliche Art der Multiplikation aufgefasst (s. unten no. 15), 
ebenso das zwischen 3 Punkten liegende Dreieck seinem Flachen- 
raum und der Lage seiner Ebene nach als Produkt dreier Punkte, 


*) Soll die gerade Linie und das ihr entsprechende Gebilde nach beiden 
Seiten unendlich sein, so muss der Punkt (das Element) auch nach der ent- 
gegengesetzten Richtung (Aenderungsweise) fortschreiten, was wir hier der 
Einfachheit wegen tibergangen haben. 
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so dass dies Produkt null ist, wenn der Flichenraum jenes Dreiecks 
es ist d. h. die drei Punkte in gerader Linie liegen; ferner der Durch- 
schnittspunkt  zweier gerader Linien in eimem unten (no. 22. und 
Aufg. 18:) n&her zu bezeichnenden Sinne als Produkt dieser Linien. 

8. Die Tendenz dieser Rechnungsmethode fiir 
die Geometrie ist, die synthetische und analytische 
Methode zu vereinigen, d.h. die Vorztigeeiner jeden 
auf den Bodenderandern zu verpflanzen,indem jeder 
Konstruktion eine einfache analytische Operation 
zur Seite gestellt wird und umgekehrt. 

Zur Erlauterung diene folgendes Beispiel. Bekanntlich be- 
schreibt eine Ecke y eines verinderlichen Dreiecks, dessen beide andere 
Ecken « f sich in festen geraden Linien A und B bewegen, und 
dessen Seiten durch 3 feste Punkte a, b, ¢ gehen, einen Kegelschnitt. 
Sind a, b, ¢ die festen Punkte, durch welche beziehlich die den Ecken 
a, 8, ¥ gegeniiberliegenden Seiten gehen, so sieht man, dass (s, no. 7.) 
yaB die Ecke £, yaBcA die Ecke @ darstellt, und da die Punkte a, 
b, y, in Einer geraden Linie liegen, also ihr Produkt null ist (no. 7.), 
so hat man die Gleichung 

yaBcAby = 0 
als Gleichung eines von y beschriebenen Kegelschnittes. . Man sieht, 
dass diese Gleichung in Bezug auf y vom zweiten Grade ist, und man 
wird schon hierin ein auf alle algebraischen Kurven gehendes wich- 
tiges Gesetz ahnen. 


III. Einfachste Rechnungsregeln fir die neue Analyse. 


Die Verkniipfungen, die in diesem Theile der Ausdehnungslehre 
vorkommen, sind Addition, Subtraktion, kombinatorische Multipli- 
kation, kombinatorische Division. 

9. Firalle Arten der Addition und Subtraktion 
gilt das gewoéhnliche Rechnungsverfahren. 

10. Fir alle Multiplikations-, und Divisions- 
weisen giltdas Gesetz: Stattein Aggregatvon Glie- 
dern mit einem zeichenlosen Ausdrucke auf irgend 
eine Weise zu multipliciren oder zudividiren, kann 
man ohne Aenderung des letzten Ergebnisses die 
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einzelnen Glieder mitdiesem Ausdrucke auf dieselbe 
Weise*) multipliciren oder dividiren, und die ein- 
zelnen Produkte oder Quotientenso zu einem Aggre- 
gate verkniipfen, dass man einem jeden das Zeichen 
desjenigen Gliedes vorsetzt, durch dessen Multipli- 
kation oder Division es entstandenist; ein Zahlfak- 
tor kann tiberdies, wenn er irgend einem Faktordes 
Produktes zugeordnet ist, auch jedem andern oder 


auch dem Produkte zugeordnet werden; endlich = ist 


allemali1, wenn Anichtnullist. 


11. Ein Produkt a.bd.c....nenneich ein kombina- 
torisches, wenn ausser dem Gesetze no. 10. fiir das- 
selbe noch das Gesetz gilt, dass, wenn von den einzel- 
nen Faktoren a, b, c,.... zwei aufeinanderfolgende 
vertauscht werden, das Produkt entgegengesetzten 
Werth annimmt; und zwar nenne ich a, db, c,.... und 
deren Summen oder Differenzen dann Faktoren erster 
Ordnung. 

Hiernach ist also z. B. a.b.c.d.==—a.c.b.d. 

12. Wenn in einem kombinatorischen Produkte 


zweiFaktoren erster Ordnung einander gleich sind, 
soistdas Produkt null. 


Z. B. a.b.b.d=0 (wie sich auch sogleich ergiebt, wenn man 
in dem Beispiele zu no. 11.6 und c gleich setzt). Folgende Auf- 
gaben mégen zur Erlauterung dieser Multiplikationsweise dienen : 


Aufg. 1. Das kombinatorische Produkt (ae; ++ oe, + @3¢3) 
- (Brer ++ Bae + Bes) « (Y1e1 + Y2e9 ++ Yses) zu entwickeln, wenn a, 
Og, &33 4, Ba, B33 Y1> Yo. Ya Zahlengréssen ; &, €g, &3 aber kombi- 
natorische Faktoren erster Ordnung bezeichnen. Man erhilt durch 
Anwendung der Rechnungsregeln (9—12) schliesslich den Ausdruck 


(0s Po¥3 — 018 3Yo + 03819 — 3 Boy, + Oy P37, — M8173) & » €g - €3- 


*) Dieser Ausdruck bezieht sich nicht nur auf die Verkniipfungs- 


weise im Allgemeinen, sondern auch auf die Stellung des Faktors in dem 
Produkte. 
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Aufg. 2. Drei Gleichungen ersten Grades mit drei Unbe- 
eecthe durch die Regeln der kombmatorischen ae epistion zu 
lésen (§. 45.). 

Die drei Gleichungen seien 

oye + By +112 = 94, 
1... {age Poy +722 = 93; 
asa Psy + 732 = 93. 


Man multiplicire die 3 Gleichungen beziehlich mit 3 kombina- 
torischen Faktoren erster Ordnung ¢,, ¢,, €3 deren Produkt nicht 
null ist, addire sie, und setze 
040, + Or¢2 + O33 = a, 

Brey + Boeo + Ayez = 8, 
7101+ Voea + Y3e3 = ¢ 
dye, + Does + I3e3 = di; 
so erhalt man die Gleichung 
., cat yb-4-2c = d. 
Multiplicirt man diese Gleichung kombinatorisch mit b.c, so erhalt 
man, weil b.b.c undc.b.c nach no, 12. null sind, die Gleichung 


G@.0.¢ 
x.a.b.c=d.b.c, also x= , 
a.b.c 
und auf ahnliche Weise findet man y und z, und erhilt 


oA op eee ay Crk ee Ls sepa a.b.d 

‘ ; PS a.b.c 

Diese Ausdriicke (in welchen die Gesetze der kombinatorischen Mul- 
tiplikation kein Heben der einzelnen kombinatorischen Faktoren ge- 
statten) sind dusserst bequem fiir die Analyse. Will man die Unbe- 
kannten in der gewdhnlichen Form ausgedriickt erhalten, so hat man 
nur aus Gleichung 2. zu substituiren, nach Aufg. 1. zu entwickeln 
und ese, nach no. 10. im Zihler und Nenner zu heben; z. B. findet 
man 

J; Boys — 918 3¥2 + 93Pr¥2 — 938 a%1 9283¥1 — PoP 1¥s 
04 Bo¥3 — &4 8372+ %3P1¥2— @38a¥1 > C8371 — a7 


Man sieht, wie dies Verfahren nicht nur tiberhaupt fiir n 
Gleichungen ersten Grades mit n Unbekannten anwendbar ist, sondern 
wie man auch bei einiger Gelaufigkeit hiernach sogleich das End- 
resultat hinschreiben kann, sobald die n Gleichungen gegeben sind. 


Sillieao= 
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IV. Anschauliche Begriffe der verschiedenen Gréssen und Ver- 
knipfungsweisen in der Geometrie. 

13. Die riumlichen Gréssen erster Stufe sind 
einfache oder vielfache Punkte, und gerade Linien 
von bestimmter Langeund Richtung. (§ 13.—§ 20.) 

Sind A und B Punkte, so bezeichne ich die g. L. von A nach B, 
so fern an ihr zugleich Linge und Richtung, aber auch nichts weiter, 
festgehalten wird, mit B— A; ich sage also, dass B—-A dann und 
nur dann gleich By — A, sei, wenn die geraden Linien von A nach 
B und von A, nach B, gleiche Lange und Richtung haben. 

14, Dieradumlichen Gréssen nter Stufe entstehen 
durch kombinatorische Multiplikation vonn Griéssen 
erster Stufe, welche als Faktorenerster Ordnung an- 
genommen werden. 

In diesem Falle, wenn némlich die Faktoren erster Ordnung 
zugleich Grissen erster Stufe sind, nenne ich die Multiplikation eine 
aussere. 

15. Sind A, B, C, DPunkte, so bedeutet (§ 106—115) 

1) A.B die Linie, welche A und Bzu Grinzpunkten 
hat, aufgefasst als bestimmter Theil der durch A und 
B bestimmten unendlichen geraden Linie. 

2) A.B C das Dreieck, dessen Ecken J, B, C sind, 
aufgefasst als bestimmter Theil der durch A, B, C be- 
stimmten unendlichen Ebene. 

3) A.B.C.D das Tetraeder, dessen Ecken ASS. 
D sind, aufgefasst als bestimmter Theil des unend- 
lichen Kérperraumes. 

D.h. wir setzen A. B= A,. By, wenn beide Produkte gleiche 
und gleich bezeichnete *) Theile derselben geraden Linie vorstellen ; 
ferner 

A.B. Ca A,. By. Cy, 
wenn beide Dreiecke gleiche und gleich bezeichnete Theile derselben 
Ebene sind; endlich 
A.B.C.D=A,.B,.C,.D,, 
wenn beide Tetraeder gleichen und gleichbezeichneten Inhalt haben. 


*) Gleich bezeichnet nenne ich zwei Gréssen, welche entweder beide 
positiven, oder beide negativen Werth haben. 
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16. Sind a, b, ¢ Linien von bestimmter Linge 
und Richtung, so bedeutet (§ 28—36) 

1) a.b das Parallelogramm, dessen Seiten gleich 
und parallel a und b sind, und zwar aufgefasst als 
Flaichenraum von bestimmter Grésse und Ebenen- 
Richtung*). 

2) a.b.c das Spath (Parallelepipedum), dessen 
Kanten gleich und parallel a, b,c sind, und zwar aufge- 
fasst als Kérperraum von bestimmter Grosse. 

D. h. wir setzen 

a.b=a,.by, 
wenn die Parallelogramme, welche durch diese Produkte dargestellt 
sind, in parallelen Ebenen liegen, und gleichen und gleichbezeichneten 
Flachenraum haben ; 
a.b.cma..%, 
wenn die durch diese Produkte dargestellten Spathe gleichen und 
gleichbezeichneten Inhalt haben. 

17. Die Seite (rechte oder linke), nach welcher 
die Konstruktion einer riumlichen Grésse erfolgt, 
bestimmt ihren positiven oder negativen Werth, 
nimlich 

1) Zwei Theile derselben Linie, A.B und A,.B,, setzen wir 
als gleichbezeichnet, wenn B von A aus nach derselben Seite liegt, 
wie B, von A, aus. 

2) Zwei Theile derselben Ebene, A. B.C und A,.B,. Cj, 
setzen wir als gleichbezeichnet, wenn C’ von A.B aus nach derselben 
Seite hin liegt, wie C, von A,.B, aus, oder deutlicher, wenn dem, 
der in A stehend nach B sieht, C nach derselben Seite hin liegt, 
wie C, dem liegt, der in A, stehend nach B, sieht. 


3) Zwei Korpertheile A.B.C'.D und A,.B,.C,.D, setzen 
wir als gleichbezeichnet, wenn D von A.B.C aus nach derselben 
Seite hin liegt, wie D, von 4,.B,.C, aus; oder deutlicher, wenn 
einer menschlichen Figur, die den Kopf nach A, die Fiisse nach B, 
das Auge nach C hingerichtet hat, der Punkt D nach derselben 


*) Von zwei parallelen Ebenen sage ich, dass sie gleiche Ebenen- 
Richtung haben. 
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Seite liegt, wie D, einer Figur, die den Kopf nach 4,, die Fiisse 
nach B,, das Auge nach C; hin gerichtet hat. 

4) Zwei parallele Flachenraume a.b und a, .0, setzen wir als 
gleichbezeichnet, wenn die Richtung b von der Richtung a aus nach 
derselben Seite liegt, wie b, von a, aus. 

5) Zwei Korperriume a.b.cund a, .by.c, setzen wir als gleich- 
bezeichnet, wenn die Richtung ¢ von a.6 aus nach derselben Seite 
hin liegt, wie c, von a, .0, aus, d. h. wenn einer menschlichen Figur, 
welcher die Richtung a von den Fiissen zum Kopfe geht, und deren 
Augen in der Richtung t; vorwirts sehen, die Richtung ¢ nach der- 
selben Seite liegt, wie die Richtung ¢, einer Figur u. s. w. 

18.. Es giebt sieben Gattungen raumlicher 
Groéssen,invier Stufenvertheilt: 


1) Binfache oder vielfache Punkte. 
I. St. | 2) Gerade Linien von bestimmter Linge und 
Richtung. 
3) Bestimmte Theile bestimmter unendlicher 
IL. St. gerader Linien. 
: 4)Ebene Flichenréiéume von bestimmter 
Grésse und Ebenen- Richtung, 
5) Bestimmte Theile bestimmter unendlicher 
IIT. St. Ebenen., 


6) Bestimmte Koérperriume. 
IV. St. 7) Bestimmte Kérperraiume. 

Hier kommen die Kérperriiume zweimal vor, theils als Gréssen 
dritter Stufe, theils als Gréssen vierter Stufe, je nachdem sie als 
Produkte dreier g. L. von bestimmter Richtung und Lange, oder als 
Produkt von 4 Punkten aufgefasst werden. 

19. Gleichbezeichnete Theile eines und desselben 
Ganzen geben als Summe einen ebenso bezeichneten 
Theil desselben Ganzen, welcher so gross ist, als jene 
beidenzusammengenommen. (§ 8.) 

Z.B. A.Bund A,. By, geben, wenn sie gleichgerichtete Theile 
derselben unendlichen g. L. sind zur Summe einen eben so gerich- 
teten Theil derselben Linie, welcher so gross ist, als jene beiden 
Theile zusammengenommen. 

20. Je zweiGriéssen derselben Stufe, aber auch 
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nur solche, kénnen addirt werden; der Begriff fir die 
Addition solcher Gréssen lisst sich allemal bestim- 
men, wenn man die vorher gegebene Bezeichnung 
dieser Gréssen festhalt, und die Rechnungsregeln 
aus III. anwendet. 

Aufg. 3. Zwei Punkte A und B zu addiren. 

Setzt man A+ B=25, so erhilt man B— A= 2 (S— 4), 
d. h. § ist die Mitte zwischen A und B. Also die Summe zweier 
Punkte ist die doppelt genommene Mitte zwischen beiden. 

Aufg. 4. Zwei vielfache Punkte @A und #B zu addiren, 
wenn die Koefficienten « und # positiv sind, d. h. den Punkt S zu 
finden, welcher der Gleichung 

aAt ~B=(ae-+f)S 
geniigt. (§ 94—98.) 
Soll dieser Gleichung geniigt werden, so muss 
8(B— A) = (a+ £)(S — A) 
sein, und umgekehrt erhalt man aus der letzten die erstere. Aus 
der letzten folgt aber die Konstruktion: Man nimmt von der Linie 


AB von A aus den Theil 


fp 7 (oder von B aus den Theil Faery 
so ist der Endpunkt dieses Theiles der Punkt S.— Also ,,die Summe 
zweier vielfachen Punkte mit positiven Koefficienten ist ein mit der 
Summe der Koefficienten multiplicirter Punkt, welcher in der geraden. 
Linie zwischen beiden Punkten so liegt, dass seine Entfernungen von 
diesen beiden Punkten sich umgekehrt verhalten, wie die zu diesen 
Punkten gehérigen Koefficienten *).“ 

Aufg. 5. Einen Punkt A und eine ger. Linie von bestimmter 
Lange und Richtung C—B zu addiren. 


Man konstruire eine ger. Linie von A aus, welche mit C— B 
gleich lang und gleich gerichtet ist; diese sei D — A, so ist D die 
gesuchte Summe; denn da C— B= D— A ist, s0 ist 

A+(C— B)=A+(D—4)=D. 


Also ,die Summe eines Punktes A und einer geraden Linie von be- 


*) Man sieht, dass dieser Punkt der Schwerpunkt ist, wenn die Koeffi- 
cienten Gewichte vorstellen. 


288 Anhang II. 


stimmter Linge und Richtung ist der Endpunkt dieser Linie, wenn A 
ihr Anfangspunkt ist.“ 

Aufg. 6. Einen vielfachen Punkt «A und eine g. L. von be- 
stimmter Linge und Richtung C — B zu addiren. 

Man konstruire eine g. L. von A aus, welche mit C—B gleiche 


1 4s , é 
Richtung hat, aber nur ~ 80 lang ist; diese sei D— A, so ist aD 


die gesuchte Summe. Denn da 
C—B=a(D— A) ist, so ist 
aA-+-(C— B)=aA-+a(D— A)=aD. 

Aufg. 7. Zwei ger. Linien von bestimmter Linge und Richtung 
B—A und D— Cau addiren. 

Man mache H— B= D— C, s0 ist 

(B— A)-+ (D-—C) =(B— 4)+ (E— B) = E— A. 
Also ,zwei Linien von bestimmter Linge und Richtung addirt man, 
indem man, ohne die Linge und Richtung zu verindern, auf den 
Endpunkt der einen den Anfangspunkt der andern legt, dann ist die 
g. L. vom Anfangspunkt der ersten zum Endpunkte der letzten die 
gesuchte Summe.“ 

Aufg. 8. m ger. Linien von bestimmter Lange und Richtung 
zu addiren. 

Die wiederholte Anwendung der Auflésung von Aufg, 7. fiihrt 
sogleich zu der Lisung dieser Aufgabe, namlich ,» ger. Linien von 
bestimmter Linge und Richtung addirt man, indem man die einzel- 
nen Linien, ohne ihre Richtung und Linge zu dndern, nach der Reihe 
stetig d. h. so an einander legt, dass, wo die eine aufhért, die niichst- 
folgende anfiingt; dann ist die g. L. vom Anfangspunkte der ersten 
zum Endpunkte der letzten die gesuchte Summe. ‘ 

Aufg. 9. Die Summe von » Punkten A,, A,....A, zu finden, 
d. h. den Punkt § zu finden, welcher der Gleichung 

Ay + A,+....4, =n8 
gentigt. 

Subtrahirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung n R, wo R 
ein beliebiger Punkt ist, so erhalt man 

(4; —R) + (4g —R)+....(dy —R) = n(8 — R). 
Und da aus dieser Gleichung wieder die erstere sich ableiten lisst, so 
folgt: ,Um n Punkte zu addiren, zieht man von einem beliebigen 
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Punkte R die g. L. nach den m Punkten, legt sie, ohne ihre Richtung 
und Linge zu andern, stetig an einander und zwar so, dass der An- 
fangspunkt der ersten auf FR fillt, verbindet R mit dem Endpunkte 
der letzten durch eine g. L. und theilt diese Verbindungslinie in x 
gleiche Theile, so ist der erste Theilpunkt von & aus der Punkt S, 
dessen nfaches die gesuchte Summe ist. 

Aufg. 10, Beliebig viele vielfache Punkte aA, BBynS on 
addiren, wenn die Summe der Koefficienten @ +- 6-+.... nicht null 
ist. 

Setzt man 

aA+tPB+...=(a+6+....)8, 
und subtrahirt auf beiden Seiten (@-+f....) R, wo R ein beliebiger 
Punkt ist, so erhilt man 
a(A— R)+6(B—R)-+..... =(e+ft....)\(S— RP). 

Also da auch hieraus wieder die erste Gleichung sich ableiten lasst, so 
folgt ,,die Summe von beliebig vielen vielfachen Punkten aA, BB...., 
deren Koefficienten-Summe nicht null ist, findet man, indem man von 
irgend einem Punkte R aus die Linien nach A, B.... legt, diese 
dann beziehlich mit @, f,.... multiplicirt*), die so gewonnenen 
Linien, ohne ihre Richtung und Linge zu under, stetig an einander 
legt, so dass der Anfangspunkt der ersten in F fallt, dann R mit dem 
Endpunkte der letzten verbindet und von der Verbindungslinie von 


R aus den Theil - -— nimmt, so ist der mit (a+ f....) 


+ 
a+ P+.... 
multiplicirte Endpunkt dieses Theiles die gesuchte Summe. “ 

Aufg. 11. Die Summe von vielfachen Punkten aA, BB,.... 
gu finden, wenn «+ 6-+-....=0 ist. 

Man subtrahire von der Summe cA-+ PB-+.... den Ausdruck 
(a tft...) R, so wird, da diese subtrahirte Grosse null ist, der 
Werth der Summe nicht geindert, also ist 

aA+pB+....=a(A—R)+B8(B—R)+...- 

Also ,die Summe von vielfachen Punkten, deren Koefficienten- 
summe nullist, ist eine g. Iu. von bestimmter Linge und Richtung, die 


*) Durch soleche Multiplikation mit einer Zahlgrésse a dndert sich, 
wie man leicht sieht, wenn « positiv ist, die Richtung nicht, wiihrend die 
Linge im Verhiltniss 1: sich dndert; und ist « negativ, so wird die Rich- 


tung die entgegengesetzte. 
19 
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yman dadurch findet, dass man von einem beliebigen Punkte R die g. 
L. nach den gegebenen Punkten zieht, diese mit den diesen Punkten 
zugehérigen Koefficienten multiplicirt, und die Produkte addirt.“ 

Aufg. 12. Zwei 'Theile A.B und C.D von Linien, die sich 
in E schneiden, zu addiren. 

Man mache E.F gleich A.B und L.G gleich C.D, so ist 
A.B+O.D=E.F+E.G=E£.(F+G)=2E.S, wenn 8 die 
Mitte von Fund G@ ist (vergl. Aufg. 3). Also ,zwei Theile von 
Linien, welche sich schneiden, addirt man, indem man diesen Theilen 
den Durchschnittspunkt als Anfangspunkt giebt ; dann ist die doppelte 
g. L. vom Durchschnittspunkte zu der Mitte der beiden Endpunkte 
die gesuchte Summe *).“ 

Aufg. 13. Zwei parallele Linientheile 4.B und C.D zu 
addiren, wenn beide nicht gleichlang und zugleich entgegengesetzt 
gerichtet sind. 

Wenn A.B und C.D parallel sind, so muss D— C gleich 
a (B— A) sein, wo @ irgend eine positive oder negative Zahl ist. Da 
nun A.B gleich A.(B— A) ist, weil A.A nach no. 12. null ist, so 
hat man 

A.B+0C.D=A.(B—4A)+ C.(D—C) 
== A.(B— A) + aC. (B— A) 
= (A+ aC) (B— A). 
Ist die Summe A-+- @C gleich (1a) § (vergl. Aufg. 4.), so wird 
der letzte Ausdruck 
=8S.(1+«)(B—A)=S.(B—A+ D— OC), 
worin eine einfache Konstruktion jener Summe liegt. 

Aufg.14. Zwei gleich lange und entgegengesetzt gerichtete 
Linientheile A.B und C.D zu addiren. 

Liegen beide in derselben g. L., so ist die Summe null. Ist 
dies nicht der Fall, so ist, weil D— C= — (B — 4A) ist, 

A.B+CD=4A.(B—A)+0.(D— C) 
= A.(B— A)— C.(B— 4) 
=(A— C).(B— A). 


*) Diese ist zugleich die Diagonale des Parallelogramms, welches 
jene Linientheile zu Seiten hat, woraus man sieht, dass die Summe der 


Linientheile die zusammengesetzte Kraft ist, wenn die Linientheile Kriifte 
vorstellen. 
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Dann ist die Summe also ein Flichenraum von bestimmter Grosse 
und Ebenen-Richtung*). 

Aufg. 15. Zwei Flichenraéume von bestimmter Grésse und 
Ebenenrichtung a.6 und ¢.d zu addiren. 

Sind die Ebenen parallel, so kénnen die schon nach no. 19. 
addirt werden; sind sie es nicht, so werden beide Ebenen eine Rich- 
tung gemeinschaftlich haben. Hs sei e eine g. L., welche diese Rich- 
tung hat, und a.b gleiche.f, c.d gleich e.g, so ist 

a.bte.d=e.fte.g=e.fty). 

Aufg.16. Zwei Theile A4.B.C und D.L.F bestimmter 
Ebenen, die nicht parallel sind, zu addiren. 

Sind die Ebenen nicht parallel, so werden sie sich schneiden. 

Es sei G.H ein Theil der Durchschnittslinie, und es sei A.B.C 
gleich G.H.J, D.E.F gleich G. H.K, 80 ist 
A.B. CL DE. FP=G:H.JI+G4.H.6 
=G.H.(J+ K) =2G.H.8, 

wenn § die Mitte zwischen J und Kist. Also ,,Zwei Theile nicht 
paralleler Ebenen addirt man, indem man sie als Dreiecke darstellt, 
deren gemeinschaftliche Grundseite in dem Durchschnitt beider 
Ebenen liegt ; dann ist das Doppelte des Dreiecks, was dieselbe Grund- 
seite hat, und dessen Spitze die Mitte ist zwischen den Spitzen jener 
Dreiecke,-die gesuchte Summe. 

Aufg.17. Zwei Theile A.B.C und D.£.F' paralleler 
Ebenen zu addiren. 

Sind die Ebenen parallel, so muss (H#— D).(F'— D) gleich a 
(B—A).(C—A) gesetat werden kénnen, wo o eine Zahlengrésse 
ist.’ Dann ist 
A.B.C+D.E.F=A.(B—A4A). (C—A)+D.(E—D). (FP D)**) 

= (A-+ aD) .(B— A).(C— A) 
=§.(1-+a@).(B—4).(C— 4), 
wenn (1+ a) die Summe von A+ @D ist. Der letzte Ausdruck 
ist 
= §|[(B— A).(C— 4) + (E— D).(F—D)], 


*) Wie die Summe zweier Linientheile, die. nicht in derselben Ebene 
liegen, zu behandeln sei, kann ich hier nicht ausfiihren (vergl. Ausdehnungsl. 
§. 51. u. §. 122.). 

**) vergl. no 12. 

192 
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worin wieder eine einfache Konstruktion liegt. Ist jedoch « == —1, 

d. h. sind beide Flichenriume gleich gross, aber entgegengesetzt be- 

zeichnet, so ist A+-oD eine g. L. von bestimmter Richtung und 

Linge (Aufg. 11.); ist diese gleich H— G, so ist 
A.B.C+D.E.F=(H— G).(B—A).(C— 4), 

also die Summe dann ein Korperraum. 

Aufg. 18. Einen Theil A. B. C einer bestimmten Ebene und 

einen Kérperraum (D— A) .(B— A).(C— A) au addiren. 
A.B.C+(D— 4).(B—4).(C— A) 
= A.(B—A).(C— A)+(D— A).(B—A).(C— A) 
= D.(B— A).(C—A), 
woraus der Begriff dieser Addition leicht hervorgeht. 

21. Ein kombinatorisches Produkt dessen Fak- 
toren erster Ordnung Gréssen (n—1)ter Stufe sind, 
welche aber alle in einem und demselben Gebiete 
nter Stufe liegen, nenne ich ein eingewandtes Pro- 
dukt, und zwareinaufjenes Gebiet beztigliches, 

z. B. ein kombinatorisches Produkt von Linientheilen in der 

Ebene, oder von Ebenentheilen im Raume. 

22. .Wird von jetat an die dussere Multiplikation durch blosses 
Aneinanderschreiben, die eingewandte Multiplikation durch einen 
zwischen die Faktoren gesetzten Punkt bezeichnet, so verstehen 
wir unter dem eingewandten Produkte AB.AC, wo A, 
B, Cbeliebige Gréssen sind, das Produkt ABC.A, in 
welchem ABC wie einzu A gehbriger Koefficient be- 
handelt wird, vorausgesetzt, dass das Produkt auf 
das Gebiet von niedrigster Stufe, in welchem A, B 
und Caugleich liegen, bezogen wird. 

Aufg. 19. Das auf die Ebene ABC beziigliche Produkt 
zweier Linientheile AB. AC zu finden. 

Nach no. 22. ist dasselbe gleich ABC’.A; 4. h. j,das Produkt 
zweier Linientheile, deren Linien sich schneiden, ist der Durchschnitts- 
punkt, verbunden mit einem Theil der Ebene als Koefficienten. “ 
Denkt man sich einen Theil der Ebene als Einheit angenommen, so 
werden die Ebenentheile, mit denen die Punkte behaftet sind, wirk- 
liche Zahlgréssen und die Produkte erscheinen als vielfache Punkte 5 
doch miissen dann alle zu vergleichenden Gréssen in derselben Ebene, 
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auf die sich die Produkte beziehen, liegen (wie dies in der Plani- 
metrie immer der Fall ist). 

Aufg. 20. Das Produkt dreier Linientheile AB, AC, BC in 
Bezug auf die Ebene ABC zu finden. 

Aufl. AB.AC.BC= ABC. ABC=(ABC)?. 

Aufg. 21. Das eingewandte Produkt zweier Ebenentheile 
ABC und ABD (in Bezug auf den Kérperraum) zu finden. 

Aufl. ABC.ABD= ABCD. AB. 

Aufg. 22.) Das eingewandte Produkt dreier Ebenentheile 
ABC, ABD, ACD zu finden. 

Aufl. ABC. ABD. ACD=ABCD. ABCD. A=(ABCD)?. A. 

Aufg. 23. Das eingewandte Produkt von vier Ebenentheilen 
ABC, ABD, ACD, BCD zu finden. 

Aufl. ABC. ABD.ACD. BCD = (ABCD)?. 

Anm. Das Produkt zweier Ebenentheile giebt also einen 
Linientheil, das dreier einen Punkt, aber jener Linientheil und dieser 
Punkt haben dann noch einen Raumtheil oder ein Produkt von Raum- 
theilen als Koefficienten, und nimmt man einen Raumtheil als Einmheit 
an, so gehen diese Koefficienten in wirkliche Zahlgroéssen tiber. 


Dies etwa sind die wesentlichsten Begriffe, welche in dem ersten 
Theile meiner Ausdehnungslehre vorkommen. Aber es ist unméglich, 
von der unendlichen Fruchtbarkeit dieser neuen Methode fiir die Be- 
handlung nicht nur der Raumlehre, sondern iiberhaupt aller Wissen- 
schaften, welche auf raumliche Verhialtnisse zuriickgehen, hier auch 
nur einen oberflichlichen Begriff zu geben. Ebenso wenig konnte 
ich hier die Beweise liefern, dass in der That die in III. gegebenen 
Rechnungsregeln fiir die einzelnen hier dargelegten Verkniipfungs- 
weisen gelten, sondern auch hier muss ich auf meine ausfihrliche 
Schrift verweisen, in welcher diese Beweise in aller Strenge geftihrt 
sind; und wo zugleich die Entwickelung iiberall in der Art fort- 
schreitet, dass alles Willktihrliche, was noch in der Aufstellung der 
verschiedenen Begriffe zu liegen scheint, verschwindet. 


Alphabetisches Verzeichniss der gebrauchten Kunst- 
ausdriicke. (1877) 


Die Kunstausdriicke, welche ich spiter ganz aufgegeben habe, sind einge- 


klammert. 


Zu denjenigen, welche ich in der Ausdehnungslehre von 1862 


durch andere ersetzt habe, sind die letzteren hinzugefiigt und durch ein 
Gleichheitszeichen mit jenen verbunden. 


Abschattung—dZuriickleitung § 82. 

(Abweichung) § 95. 

Addition einfacher Ausdehnungen 
erster Stufe § 15. 

— hoherer Ausdehnungen § 48. 

Affinitit § 154. 

— direkte, reciproke § 157. 

Allgemeine Formenlehre § 1. 

Analytische Form § 7. 

— Verkniipfung § 6. 

Aenderung stetige § 14. 

Ausdehnung erster Stufe § 14, 

— hoherer Stufe § 31. 

— von ergainzender Stufe § 80. 

— der Elementargrésse § 111. 

Ausdehnungsgrésse = extensive 
Grosse § 13. 

(Ausweichung der Elementargrésse) 
§ 109. 

(Aeussere Division) § 60. 

— Multiplikation der Strecken § 28 ff. 

— — der héheren Ausdehnungen 
§ 54, 

— — der Elementargrdéssen § 106 ff. 

(Beziehungsgrésse) § 137. 


(Beziehungssystem) § 127. 

(Beziehungszahl) § 127. 

(Doppelsystem) § 143. 

(Eckgebilde) § 111. 

Eindeutige analytische Verkniipfung 
§ 7. 

Eingeordnet=incident § 136. 

Eingewandtes=regressives Produkt 
§ 125. 

Element § 13. 

Elementargrésse § 94 ff. 

Elementarsystem § 107. 

Erginzzahl einer Grosse § 133. 

Ersetzender Verein von Gleichungen 
§ 86. 

Formelle Summe § 51. 

(Formelles Produkt) § 125. 

Gemeinsames System § 126. 

Gemischtes Produkt § 137. 

(Gesammtabweichung) § 95. 

Gewicht des Elementarvereins § 95. 

(Grad der Abhiingigkeit) § 125. 

Grundmasse—Einheiten § 87. 

(Grundsystem) § 82, 149. 

(Harmonische Gleichungen) § 167. 


Alphabetisches Verzeichniss der gebrauchten Kunstausdriicke. 


(Harmonische Koefficienten) § 167. 

Hauptsystem=Hauptgebiet § 80, 127. 
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